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Symmetriskt skrufformiga kroppars 
rörelse kring en fast punkt på symmetriaxeln 


under tyngdkraftens inverkan. 
Af Ol. Olsson. 


Det gifves fa, om ens nagon uppgift inom den rationella 
mekaniken, som blifvit föremål för så omfattande och djup- 
gående undersökningar, som problemet om stela kroppars 
rörelse kring en fast punkt. Med lösningar af hithörande 
problem, något växlande alltefter kropparnes olika form och 
andra betingelser, hafva matematici under olika tidsskeden 
varit sysselsatta, ända från Euler's och Lagrange's dagar 
intill närvarande tid. Jag vill erinra om Fru Kowalev- 
ski’s beryktade arbete i detta ämne”), om Kötters full- 
ständigande och förenklande af Fru Kowalevski's lös- 
ning **) samt om Roger Liouville’s generalisation af 
hennes vilkor för tillvaran af en fjerde algebraisk integral. ***) 

Ursprungligen betraktade man det Lagrange ska (Pois- 
son’ska) fallet såsom omfattande rörelsen hos endast rota- 
tionskroppar; senare har man funnit, att hit kunde 
räknas äfven andra kroppar, hvilka utgöra generalisationer 


*) Acta Mathematica, B. XII. 
ZK g š B. XVII. 
T A S B. XX. 
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af rotationskroppar i vanlig mening. Jag vill benämna 
dessa kroppar rotationsartade; exempel på dylika krop- 
par äro regelbundna prismor, pyramider, o s. v. 

Emellertid eger det anmäkningsvärda förhållandet rum, 
såsom vi i det följande skola se, att det Lagrange'ska 
fallet i sig inrymmer en vida större och allmännare grupp 
af kroppar än de nyss angifna. För att erhålla en benäm- 
ning, som tillika karaktäriserar formen hos ett flertal af 
dessa kroppar, vill jag, i likhet med hvad jag förut på a. s. 
gjort, beteckna de samma med uttrycket symmetriskt 
skrufformiga. Af min definition på dessa kroppar fram- 
går emellertid, att kropparne ingalunda behöfva hafva for- 
men af en skruf i vanlig mening, utan kunna hafva långt 
allmännare former. 


Med en symmetriskt skrufformig kropp för- 


står jag nämligen en sådan, som öfvergår i sig 
sjalf, då kroppen omkring en sin axel vrides en 
viss vinkel, och detta vare sig vridningen sker i 
positiv eller negativ led. 

Exempel: propellrar, vaderkvarnar, turbiner 
0. S. V. 

Jag skall i det följande lemna en lösning af ekvatio- 
nerna för dylika kroppars rörelse kring en fast punkt på 
symmetriaxeln, under tyngdkraftens inverkan, en lösning, 
som leder till dubbelperiodiska funktioner af andra 
slaget med afseende på tiden, och som synes mig vara för- 
tjänt af någon uppmärksamhet, dels på grund af sin enkel- 
het, dels på grund af de symmetriska resultat, hvartill den 
samma leder. 

1. Jag utgår vid denna lösnings verkställande från de 
bekanta Kirchhoff’ska rörelseekvationerna och hänför 
härvid den rörliga kroppens partiklar till tvenne rätvinkliga 
koordinatsystem: o&, on, of och ox, oy, oz, hvilka hafva 
till gemensamt origo den på oz-axeln, kroppens symmetri- 
axel, belägna fasta punkt o, kring hvilken kroppens rörelse 


e es) 


qu 


försiggår. Det förra koordinatsystemet är fast i rummet, 
det senare fast i kroppen; axeln où är vertikal och räknas 
positiv i samma led som tyngdkraften (accel. = g). 

De Kirchhoff'ska ekvationerna för rörelse hos en 
stel kropp hvilken som hälst kring det såväl i rummet 
som i kroppen fasta origot o hafva följande utseende. 

d ÔT ÔT ÔT 
dt op =r öq d Sr + Mz; | 
Pt Mai (1) 
d öT ÔT ÔT 
dt dr Ip Pag + Me 

Har betecknar T den rörliga kroppens kinetiska energi, 
p, q, r rotationskomposanterna kring axlarne ox, oy, 0z 
samt M,, M,, M, de verkande krafternas moment kring 
samma axlar. 

Dessutom har man mellan rotationskomposanterna och 
riktningskosinerna för vinklarne mellan &-axeln och axlarne 
ox, oy, oz följande samband: 


OY ie 

at SR Tel ; 

d 

E = YP Mr; (2) 


dys __ 
dt ME VP 


Jag skall nu, med stöd af dessa allmänna ekvationer, 
bilda de för de symmetriskt skrufformiga kropparne gäl- 
lande rörelseekvationerna. 

Betecknar man afståndet mellan det fasta origot o och 
kroppens tyngdpunkt G (£, 7,6) med l, finner man: 

M.: = — mgl. y:; M,=mgl.y7y,; M.=0. 
(m = kroppens massa). 

Man har vidare att angifva den rörliga kroppens kine- 
tiska energi såsom funktion af vinkelhastigheterna p, q, r 
och jag vill för detta ändamål framhålla, huru som jag på 

1 


À 


annat ställe *) bevisat, att energin vid de symmetriskt skruf- 
formiga kropparnes rörelse i en friktionsfri gas eller 
vätska, då origot o icke är fast, utan har hastigheterna 
u, v, w längs axlarne ox, oy, oz, är af formen: 
2T = Cu (U? + v?) + Css wW? + 2cu (up + vq) 
+ 2016 Log — vp) + 20 wr + Cu (p° + q') + Ces r° 
(Cu, Cis, Cis 0. s. v. konst.) 
I det föreliggende fallet, där punkten o är fast och 
således u = v = w = 0, antager den kinetiska energin alltså 
följande utseende: 
2T = A (p* + q’) + Cr) 


och rörelseekvationerna (1) blifva: 


a P= (A — C) qr — mgl. y; | | 


a — — (A — C) pr + mgl.yı; | (4) 


Till dessa ekvationer finner man, pä grund af (2), 
följande integraler: 


r = konst. = h’, (5) 
A (p + q’) + Cr? = 2mgl . ys + 2H, (6) 
A (np + 7:9) + Ch'r = n. (7) 


(H, n integrationskonst.) 


Vi öfvergå nu till bestämmandet af ay, 8, Yıa=1,2,3 > 
d. v. s. till bestämmandet af det i kroppen fasta koordi- 
natsystemets x y Z 


I. Riktningskosiner. 
2. Man har identiteten: 
; dy 1 or) = dy, dy: Dei dy, =); 
(yı + 172) E — i dt Yi 3 dt + Y2 ät Ti Tar — Vi dt 


*) K. Vet.-Akad:s i Stockholm Arkiv f. Matematik, Astronomi 
och Fysik; B. 1 f. 1904: Öber die Bewegung fester Körper 
in Flussigkeiten, s. 562. 


eller 
d .d d | d 
(71 + iv») Ee 1 e Ë — 7s + De a Ih cn) (8) 
enär GEERT (9) 


Emedan den sista likheten äfven kan skrifvas: 


(yı + 172) (11 — iv) = 1 — 75, 
fås på grund af (8): 


dy, dye dys dy, = dy: 
dt "dt dt Pa at (9, 
nm  1—y 1— 7 | 


Ur de två första ekvationerna i system (2) erhålles 
emellertid: 


d d 
Yan = (7i + 73) h' — 7s (np + 7:9), 
eller enl. (7), (9): 


d 1 dy: 


n — Ch' 
na nar TE yw Bese, 


och sålunda kan ekvat. (9,) skrifvas: 


dy: dys dys 
åt d oO 73 ar Li In — nys SE 
Yıiya 1—7 A (1 H" 


och efter integration : 
a mn 
A CS SE 
yr —in—UVIi—yie Ado ı_y TEE (10) 


då vi införa beteckningen 
h = h'C. (10°) 
Genom teckenändring af i fås: 
tik 
Yı + iy: = A 1 et Ey ame (10,) 


Integrationskonstanterna 2%, A,, hvilka äro konjugat- 


ns Gt 


kvantiteter, bestämmas därigenom, att man sätter t= 0, 
hvarvid fås 


yo Y — ER) | 
M, = 710 + 12,0 
vi Vig i J 


där oo 72,0, Ys,0 beteckna riktningskosinernas begynnelse- 
värden. 
Af (11) följer, att A MA, = 1 AND 


3. För den vidare bestämningen af riktningskosinerna 
Yı, Ya krafves, att man uttrycker ys i funktion af tiden. 

Enl. den sista ekvationen i system (2) har man, då 
man kvadrerar: 


E3) = (yi + 72) (P + q?) — (np +720}, (12) 
d. v. s. med stöd af (5)-(7), (9): 


dy;\* n — hy;)* 
(Er) = wn -ymm WT gy) (12) 
dt A 
hvarest 
, __2mgl | _ hb' — 2H 
M a VE i M = geg (13) 


Vi skola nu studera rötterna till ekvationen g (ys) = 0. 
På grund af problemets själfva natur följer, at ys i ekvation 
(12,) blott kan antaga sådana värden, som göra 9 (ys) > 0. 
Nu är emellertid g(+ 1) = —; alltså måste ekvationen mel- 
lan dessa gränser + 1 äga tvenne reella rötter, låt vara 
01, 0. Men vidare är p(— œ) = +; hvaraf synes, att äfven 
ekvationens tredje rot, hvilken vi beteckna med @, är reell 
och < — 1. 

Rötterna Get — 9.1. n och variabeln ys i ekvationen (12:) 
intaga således följande storleksordning: 

— © LOL —-1<0 EYE <+1; , | (14) 

och. ekvation (12;) kan skrifvas: | 


3) = lo (Ys — 00) (Ys — 01) (02 — Ys), = Q (73) (15) 


ST 


hvarest . L=M =- H: 


| E =t. 15; 
K Vlo (Ys — 00) (Ys — 01) (02 — 73) E 


Vi transformera denna integral genom substitutionen 
Ys = 01X? + 92 (1 — x’), (16) 


eller 


hvarvid 


robe eV) TN 
där 


ge = 4 Vio (02 — 00) = reell storhet; 


ka RN of. pee (16) 
Gë ` 02 — 00 
Etter integration får man således: 
3 x 
in SE PE E A 
2, oV (ys—00)('Ys—01)(0x—7s) xo §2V(1—x*)(1—k*x?) 


då x, svarar mot rörelsens begynnelseögonblick, d. v. s. 
mot V3 = Ÿ3,0- 
Emedan enl. (16): Vë så synes, att storheten 
2 gi 
x varierar mellan gränserna 0 och 1 på samma gång som 
Ys varierar mellan gränserna 92 och e, 
Ur ekvation (163) erhålles: 


dx 
SE — t == T, 17 
\ ui ann À " 
hvarest Bu = Ver , (18) 
VE) 
och där x, har värdet: 
gl gek A 


Emedan x << 1, blir g en reell storhet. 
Af ekvation (17) följer slutligen, att 


Ys = 0, sn? (r, k) + os cn? (r, k). (19) 


— 8 — 


4. Efter att på detta sätt hafva uttryckt ys såsom funk- 
tion af tiden, gå vi tillbaka till integralerna (10), (10,), för 
att med dessas tillhjälp bestämma jemväl riktningskosi- 
nerna yı, Y: i funktioner af tiden. 


Man har 
n | on = 
pr Las) dE 
E eg eg ee (20) 
1— ¥; 1 + ae 1 — as 2 
och 
1 1 1 1 1 
ed 
In Gë mr 2t! Feta, 
02 — 01 
1 1 1 1 1 
DEE EE CU 
SE "ee ane + Loo Ton nr gel ) 


da vi införa beteckningarne: 
go Vetl,ı ; si LI.  (20,) 
Q2 — 02 — 0; 
Vi införa vidare tvenne nya konstanter: 1, 72, definie- 
rade genom likheterna: 
sn (tı, k) = si; sn (Te, Kl = Se. (21) 
Man får då äfven: 


en (tı, kjai ITE: dn (z,, =i Vite, (22) 
02 — 01 02 — Oo 


och 


= — 0 1- = — Lo 
, k) = 1; d k 1; (23 
cn (t, k) az n (Te, k) = ES (23) 
samt således: _ 
Sn T1 CD Ti dn Ti = — d- VALU + en te, (24) 
Q2 — Wa Q2 — 00 
SD T CN To Gn Tg = — 1/1 — 0 — 0 Ze) — 0) (1 — e) — gl (24) 
02 — Pı 02 — 00 
Exponenten i a (10), (10,) kan skrifvas: 
gg 
h kh” hyd b4n IL 
A Kee A ' 2A om sn°t — s? 
1 h — D 1 


2A O2 — Di SUE — a> 


och emedan enl. (18): 


at — —o7 2dr 


es? 25 
Be Vlo (03 — 00) (25) 


fås: 


ee rd (26) 


A (02 — ol Vlo (02 DR 01) sn?r — sn’T, 
i h—n odoo 


‘À 1-7 (26:) 
v, dt ve dt | 

I aaa ar Para 
där 
= i hin 4 _b—n 

À elle À (991) Vio (ex—e0) (26,) 

2 Ahh 2h’ A—C 
A Voleo) A Viole) 
Vid jämförelse af ekvationerna (12,) och (15) finner 
man emellertid : 


= reell storhet. 


Vs = 


M‘ (1—y3) (ys—M) — al = (27) 


= lo(Ys — 00) (ys — 9) (02 — Ys) = P (Y3) 
Sätter man i denna identitet ys = + 1, får man: 


+ B= oF An — g) (1 — es) (1 — e) 


E ee) E TS 


E va =o pi 0); 


Ve F eF e 


alltså 


h+tn 
Och införas dessa värden på —— i uttrycken för 


och vz i ekvationerna (26), erhållas: 


1 atoll + edi + es) 


py = = ; 
Oe — Qı 02 — Oo (28) 
ie ya ae 

02 — 01 02 — 00 


. Om man nu jämför värdena på koefficienterna v,, vs 
med högra leden af ekvationerna (24), (24,), finner man: 


vı = — SNT, CNT, dnr, ; 
i (29) 

ve = + SİNTg cnt, dnr,. 
Ekvationen (26,) kan således skrifvas under följande 

form: 
n 2 
h h Ys — Ys hd d 
— + — — dt— ih’ dt = ivsdr 
A E TT "em 
snr, cnt, dnr, SNT: CNT, Ant, 
sn’r — sn'r, SE sn’r — sn’rz oF 

Vi integrera denna ekvation och taga härvid integra- 
lerna mellan gränserna t —0, t=t; mot den förra gränsen 


i 


svarar enl. (17) t = gi. 
Begagnar man sig af den Jacobi'ska integralen: 


snacnadna , Ola) , 0, (a — u) 
(ma tan WU 


fär man: 


n 
Thoo 
AARE aime | 


i 0, 1.77 6, ao. 
= i (hs + Arr) + Ho; 


så 1 gie 1 0' (t3) Sen 
h=—8ı e of i O(z) Ge val 
— L log FC — 8) 8: (81 — Ts) 
2i O1 (tı + 8:) 01 (g1 + T2) 


10(r) 10 (ta) 
Às = i Ole) Tor? (32s) 


(32,) 


=. ja 


5. Vi skola nu undersöka beskaffenheten hos kon- 
stanterna 1, Te. 
Enligt (21) är 


ree | AE 
o V(1 — 5) (1 — RE) 


Emedan s, > 1, uppdela vi denna integral i tvenne: 


(dE | Vase 
Së \ (1 — ¢*) (1 — Ki ES 1 V(S? — 1) (1 — Kä (28) 
Hår år 
k?s? = er SE 
— 00 


alltså är den senare Kee i likhet med den förra, en 
reell storhet. 
Vi beteckna den samma med o, så att 


À CE | 
| \ AR) 


och transformera integralen genom substitutionen: 


<1; 


Man finner da: 


Sj d 
H 
RER E 32 

| \ v1 — n°) (1 —k’*7’) (823 


ER TET) (02 — ẹo) 
= Vë + 1) (or — 00) ` E 


hvarest 


Emedan 
(1 + 00) (91 — el 
(1 + 02) (21 — 00) 
följer, att s << 1, och sålunda år den sista integralen eller 
w,, Såsom sig bör, en reell storhet. 
Och följaktligen blir: 
Tı = K — iw). (334) 


1 — s? = 


Vidare har man enligt ekv. (21): 
Ss 
To == | EE CO . (34) 
do HU — 6) (1 — Kat? 
Emedan den öfre gränsen enligt (20,) är imaginär, trans- 
formera vi denna integral medels substitutionen: 


— J$ 
C VE : (34,) 
Vi få då 
To = i = dg O 34, 
\ -AUE de 
hvarest 
i 1— 2 OYT 
REI Viet (342) 


Denna integral är således en reell storhet, och om vi 
beteckna den samma med ay, så att 


u) = -\"_—* de EIN 
o V(1 — &) (1 — ka 
erhålles till slut: Te = iwg. (34,) 


Konstanterna w, och oe äro alltså begge två reella 
storheter. 
Om man nu tager i betraktande följande ®-relationer: 
0 (K + u) = 0s (u); 9, (K+ u) = 0: (u), (35) 
kan man skrifva ekvationerna (32)-(32,) sålunda: 


Ys — Ys 
Die dt — ih't | 
o 1-% | (36) 


1 Ing Pe fiw: + 7) 9, (r — ims) | 
=i (Ar + Ast) + 4 log 0, (iw, — Tt) 0; (t + iw)’ 


hvarest: 
he = 81 hk 6; (iw) i Ek Gi S | u | (36,) 
1 l Op (iw, + gi) Or (gi — is). | 
— Bi "EB 6, (iw, — gi) 1 (g1 + iw)” 
1 03(iwi) _ 1 O (ies) 
he = 7 9 ð; (iw) +7 0 (iw) T V3. (36,) 


— 13 — 


Af dessa likheter synes, att konstanterna A,, As äro 
reella storheter, enär de äro jämna funktioner med afse- 
ende på i. 

6. Man finner på grund af ekvationerna (10), (10,), att 
man har att uttrycka roten V1 — y? i funktion af tiden. 

Ur ekvationerna (20), (20,) framgår, att 

V1i—y3 = V(1+ys) (1—ys) = (¢2—¢:) V(s?—sn*z)(sn*z—s*) (37) 


en denna likhet kan skrifvas under följande form, blott 


1 09, (u). 
man observerar, att snu — VE O(a)’ 
—p, V[6%(x1)6%(r) — 8°(z) O*(r,)] [9i(7) 9 (te) — 0°(r2) 6°(z)] 
ye ee u AR 
Fe k ð (ti) 9 (7,) 6 (€) 


Nu har man emellertid 6-formeln: 
6, (u + a) 8, (u — a) 0? (0) = 0? (a) 0? (u) — 0? (a) 0° (u); (38) 
och således får man: 
—0 00) von), nr) Os tta) 0, (82H) 
= ere ER, VOTRE TRE TUE) 
Inför man häri de i ekvationerna (33,), (34:) angifna 
uttrycken för Tı, t2, så kan denna ekvation skrifvas: 


yae 6? (0) 

I 13 8s (ian) 9 iw)" | 

6, (r — iw) 0: (r + iw) 0; (io, + 7) 0, (c — ion) | 
0" (7) 

Och om man sammanställer detta sista resultat med 


ekvationerna (10), (10,) och (36), erhåller man slutligen föl- 
jande två likheter för bestämmandet af riktningskosi- 


(39) 


nerna yı, Ye: 
B. 0, (iw, En T) 0, (t + iwa) — i (2, + 7) (40) 


EE: ek 
RE "e eet tHe), (40) 
hvarest 
gL er 6? (0) 


k '0,(i@) 9 la)’ 


02 Ei 6? (0) A 
k "Geen ð fiw) | 


7. Sedan man på detta sätt genom ekvationerna (19) 


(402) 


asx Jå 


och (40)-(40,) erhållit riktningskosinerna yi = 1,2, a framstälda i 
funktioner af tiden, kan man, såsom vi nu gå att visa, erhålla 
äfven de öfriga riktningskosinerna «,, 8,, blott man först uttryc- 
ker sing och cos y i tiden samt sedan stöder sig på följande 
relationer, innehållande de Euler’ska vinklarne 3, f, ọ *): 


a, = — cos Q cos f cos I — sin y sin f; 

æ = — cos q sin f cos I + sing cos f; | (41) 
as = cosgsind; 

B1 = — sin g cos f cos 3 + cos ọ sin f; i 
P2 = — sin y sin f cos I — cos y cos f; DI 
s= singsind; | 

ms  cosfsin ÿ; u 

ye = sinfsin$; | (412) 
Ys = ` COS I. Wë 


Bestammandet af sing, cos & i funktion af tiden sker 
genom användandet af den bekanta ekvationen: 
do = LP TV gt, 
PT +R 
_ Med stöd af (7) kan denna likhet i föreliggande fall 
skrifvas : 


eller 
ifh+n h—n 
dp = 5x ff Ti 
Inför man häri värdena af (1+ y), tagna ur ekvatio- 
nerna (20,), (20:), skall man finna: 
_ 1 (h + n) dr 
= A T — SR? T; 


282 (02 — Oi) A S 
Nu har man emellertid enligt (263): 


dt. (424 


(h — n) dr |. 


Sn? T — sn? Ca 


h-+n SS h-+n oh, 
282 (02 — EA A (ocg — 0) Vlo (2 — g) 1 | 
h—n h—n Vo 


Ze, (a — éd Ale — o) Viole 0) i 


*) Här hafva dessa vinklar den af Kirchhoff gifna betydelsen; se hans 
Mathematische Physik. 


u ins 
och man far alltså till slut, om hänsyn tages til ekvatio- 


sn T2 CN Ta dn Te 
sn’? T — sn? To 


nerna (29): 
sn T, cnt, dn T; 


IT ne sn? 7; 

Om vi räkna vinkeln g från rörelsens begynnelseögon- 
blick, erhåller man, såsom omedelbart framgår vid jäm- 
förelse med likheterna (30), efter integration 


0, (Tı — gi) 9, (gi + 72) 
6, + 


ge 9 (vi) Oe — 11 
u. dr Gil 9 at ger ei Zr) 
0 (tı) a CHU Ta) 1 6 G= d 0, (7 T Te) 
Ke (7 ar THE GG, 3) 0, le — a5) 
eller ock: 
9, (iw, + 7) 0, (x + io) (42) 


ig = i (Ài + Agr) + 3 i logg (iw, — t) 0, (t — iw)” 


hvarest 
1 06 (io) 1 2) = 


9; Den, + gı) 9: (gi + iws) (42:) 


1 
— 3 108 d, Don — gi) 91 (gi — iw) ? 
, 1 05(iwi) _ 1 6 (ion) 
AT i 0; (iw) i 0 Doc) ` | 
Häraf erhålles: 
ER: 0, Don + 7) O1 (r + iw) | 
iO +i (Fu T). 
i 9, (iw, — 7) & (r — iw) ` så 
0, Don == EI (t — iwz) e—i (utat). (42s) 


etip — 
0, (ia, +r T) 0, (t + iw) 


och följaktligen får man för sing, cos & följande uttryck 


sing}, coso = ar, 
hvarest 
T, = 0. (iw; — T) 0, (7 — iw) ei (a, +A, T) 
| un, Im 
=> 0; (iw + T) 0, (e + TN eti (,’+2,‘7) i 
| (432) 


Ts = 04 (iw, — 7) 0, (t — iw) eat?) + 


+ 0; (iw, + 7) 0, (x + iw) eti ta) ; 
R = VO, (iw, + 7) Os (iw, — 7) 0, (r + ies) 9, (r — iwa). (43s) 


=: 16. — 


Konstanterna Ai, As äro reella storheter, alldenstund 


de äro jämna funktioner af i. 


8. Vi kunna nu med tillhjälp af relationerna (41,), 
(412) uttrycka äfven de återstående riktningskosinerna 


ots, 8. =1,2,3) 1 funktioner af tiden. 


På grund af ekvationerna i system (41,) finner man: 


sin A = V1 — y}; ne. 2 


1—y 


cos f= > ; tg f= P 


och i följd häraf får man: | 
Yi Y3 COS Y2 


a == — dÄ EE sin 9 
1— y VÄ =S S 
Ye Ys Y 
a, = — ———— cos ———— sing ` 
Ke Tee S 
a= V1—ycosp; 
Y1Y3 us Y2 
Ba = — ——— sing + ———— cos y; 
V1 — y WE = T f 
Y2 Y3 o Yı 
Ba = — —————— SIN Q — COS g ; 
Vi — 72 "Tv e i 
ß= V1—y2sing. 
Inför man beteckningarne: 
__ cos sin o 
== — a 1 = — 
1—7; ET 


Ta = Hl — y cosg; Ts = V1 — y? sin y 


| (44) 
J 


KN 


| (46) 


så kunna systemen (45), (45,) äfven skrifvas under formerna ; 


= — 1ı Ys T — Ya D; 
A, = — Ye Ys T + Vi D; 
as = + Ts; 


Bi = — yn ysdit yt; 
Ba = — Ya Ys Li — VN T; 
Bs = + Ts 


P 


m 


ex gp EE kenge A Le CARE Nr 


BIEN Lo eee 


Vi gå vidare att uttrycka storheterna 3, T1, Zo, I; i 
funktioner af tiden, och stödja oss för detta syftemål på 
ekvationerna (39), (43)-(43:). 

Enligt ekvation (39) har man: 


R 
1— y 9 (a) , (48) 
hvarest vi sätta 
_ 2 — Én (0) . 
2-7, 900)? (48) 


och sålunda blir: 


"id 


tr. SO \.) NER ip) 
Toner T 


49 
+ Se etil tat) |: ES 
0, (iw, — T) 0, (t — iw) : 
JIL E 1 — 
=> 2D 0, (iw, + t) 0, (t + iw) 
de (49,) 
(7) eti (774297) ] . 
O4 Don — T) 01 (t — iw;) | 
D 0. (iw; — T) 0, D — iws) —i(d,‘+A,’ 
a ee e Lut) A. m 
th 0, (iw; + T) 0, (7 + iwa) eti u) | ( 2 
G(r) | i 
NEN ] D 0, (iv, — t) 6, (t — iwe) si CRES d 
al eme ge 
Ge Don + T) O, (r + iw) Liata : 
Dal et (A tao |, 


Genom likheterna (19,), (40), (40,) samt genom systemen 
(47) och (47,) äro alltså riktningskosinerna o Ba zx fram- 
stälda såsom funktioner af tiden, och sålunda äro också 
riktningarne af axlarne för det i kroppen fasta axel- 
systemet ox, oy, oz för hvarje ögonblick faststälda. 

Man kunde äfven fixera axelriktningarne direkte genom 
de Euler’ska vinklarne 9, Le och man finge då enligt 
föregående ekvationer: 

cos } = 0, sn? T + 0, cn? T (50) 
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i tg ọ ke (50, 
Oliw —r) O (r—iw)e Ar +T) D iwr) ld +io,)e Fi h + AT 
Oliw —r)0,(r—iws)e ia Hr) 16 fin, Leide Lieler Hi +T) 
De (604 
AN,Ox(iwi+T)O:(7—iws)e H, FT) 919, (iw, cd Jones tie 
A 19,(iw i+7)0:(7—iws)e Fila +Art) +29,(iw,— TO (T+iws)e —iA, + At) 
(Forts.) 


Nogle antikritiske Bemærkninger. 
Af C. R. Ette. 


I Tidsskriftets sidste Hefte (Nyt Tidsskrift for Matema- 
tik 16. B, Pag. 70—74) har Hr. Dr. phil. H. Valentiner om 
Docent Nielsens i 1904 udkomne »Handbuch der Theorie 
der Cylinderfunktionen« skrevet en længere Anmeldelse, til 
hvilken jeg gerne vil knytte et Par Bemærkninger. 

Hvad der strax undrer en ved Dr. Valentiners iøvrigt 
saa anerkendende Anmeldelse, er den Omstændighed, at 
han synes ganske at overse, at det foreliggende Værk ikke 
blot er en Haandbog men tillige og ikke mindst en syste- 
matisk Theori. Det er Docent Nielsens store Fortjeneste 
at have gjort Cylinderfunktionerne til Genstand for en grun- 
dig, fuldstændig og systematisk Behandling, hvorved det er 
lykkedes ham at gore et af den højere Mathematiks vanske- 
ligste Omraader let tilgengelig for andre, ligesom det ikke 
bor glemmes, at det er ham, man har at takke for Begre- 
bet »Almindelig Cylinderfunktione, hvorved Theorien i saa 
hej Grad simplificeres, idet man paa en Gang udleder 
Sætninger og Formier for begge Cylinderfunktioner, medens 
man tidligere mejsommeligt maatte udlede dem særskilt 
for hver Funktion. 

Naar Anmelderen (Pag. 71) synes at foreholde Forfat- 
teren det uheldige i at lægge de to der nævnte Funktional- 
ligninger og ikke den Bessel’ske Differentialligning til Grund 


pes | + GE 


for Cylinderfunktionernes Theori og senere skriver: »Kun 
maa man erindre, at de ældre Forfattere havde gode Grunde 
til-at vælge deres *) »Funktion af anden Art«...«, saa ligger 
heri en Selvmodsigelse, thi den citerede Udtalelse er en indi- 
rekte Indrommelse af, at Differentialligningen ikke egner 
sig til Grundlag for en systematisk Fremstilling, hvad der 
maaske hænger sammen med, at man saa lenge har maat- 
tet savne en saadan. Netop ved at forlade Differentiallig- 
ningen og soge nye Definitioner for Cylinderfunktionerne er 
det lykkedes Forfatteren paa en saa smuk Maade at gennem- 
fore sin Opgave: Cylinderfunktionernes almindelige, fuld- 
stændige og systematiske Behandling, og dette forklarer 
ogsaa tilfulde, hvorfor man i det foreliggende Arbejde i 
Modsætning til saa mange andre Haandbgger overalt møder 
nye Beviser og nye Synsmaader, er end en Del af Resulta- 
terne velkendte. 


Endvidere skriver Anmelderen (Pag. 73): >. . . naar 
Forfatteren imidlertid fremhæver Sim pelheden **) af sin 
Fremgangsmaade i Modsætning til Lommels, . . e Dette 


maa bero paa en Misforstaaelse; thi det angivne Sted 
(Haandbogen Pag. 22) staar der: >. . . und doch erlaubt 
sie, den vorteilhaftesten**) Beweis... .«. Og naar Anmel- 
deren i en Fodnote nævner en Methode, som tilskrives 
Lommel, er dette ikke ganske korrekt. Det omtalte Bevis 
skyldes nemlig (Haandbogen Pag. 24) Hankel og Weber, 
hvorimod Lommels eget Bevis, som findes Pag: 43, er et 
ganske andet og ikke særlig simpelt. Desuden maa det 
erindres, at man fra Lommels specielle Formel kun kan 
komme til den almindelige, hvorom Talen er i Haandbogen, 
gennem et langt og meget besværligt Induktionsbevis. ' 

Fremdeles omtaler Anmelderen den urigtige Formel (8) 
Pag. 21; men naar han tilføjer (Pag. 73): »Koefficienten til 
in kan her næppe gives uden under Form af en Dobbelt- 
Reekkec, holder dette ikke Stik. Af Fundamentalformlerne 
den forste (16) Pag. 13 og (4) Pag. 20 faas nemlig 


(1) z Y (x) (Dy J” D 


*) og der kunde have været tilføjet „og hver sin“. 
**) Udhævelserne af mig. 
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(2) J°(x). J*(x) = >> (—1)'. F(v+2s+1) ` ( x yo 


sis! F(+s+1).Fo+s41)'\27° 
Da nu 
D, Fv) =F). F(v); D, (ro) =- re 


faas ved Differenfiation af (2) og Anvendelse af (1) 
5 . J(x). Yx) = (J%(x))* . log (>) ee 


(3) =e (— 1). (78). (==) 
z sec) GY . (F(2s+1) — 2F(s+1)] 


==0 


Imidlertid haves 


2F (2s + 1)= F (s+ 1) + F(s + 1) + 2 log 2 
og følgelig af (3) den søgte Formel 
7.J°%x). Y(x) = 2. (JAx)P. log x + 


s! s! 


== 00 , (2s 
+ > Co (Pe+H—3.Fe+n). (5) 


Endelig skriver Anmelderen: »P. 353 nævnes, at Dini 
har fuldstændiggjort >) Undersøgelser over Rækker . . .«; 
dette er heller ikke rigtigt. Nævnte Sted staar nemlig: 
>»... . überhaupt ist es, soviel ich weiss, nur”) Dini ge- 
glückt, einen wirklich strengen*) Beweis für die Exi- 
stenz der obenerwähnten Entwicklung zu geben«, og det at 
vere den eneste, som overhovedet har bevist en Sætning, 
er noget helt andet end paa et enkelt maaske ganske under- 
ordnet Punkt at fuldstendiggore en foreliggende Theori, og 
naar der i samme Forbindelse ankes over, at Docent Niel- 
sen ikke har omtalt Lorenz’s Arbejde, tror jeg i Modsæt- 
ning til Anmelderen, de fleste danske Mathematikere ville 
billige, at Haandbogen vel har optaget hans Arbejde i Lit- 
teraturfortegnelsen (Pag. 357), men har undgaaet at komme 
ind paa en Kritik af dette. 

Til Slutning erindrer jeg. blot om, at ovenstaaende 
Modbemærkninger paa ingen Maade maa opfattes som et 
Forsog paa at skrive nogen Anmeldelse, hvortil Docent 


*) Udhævelserne af mig. 
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Nielsens fortræffelige Bog iovrigt i saa hoj Grad opfordrer. 
De af Tidsskriftets Læsere, som maatte ønske at stifte 
Bekendtskab med en fyldigere Anmeldelse end Dr. Valen- 
tiners, kan jeg henvise dels til Wangerins ypperlige Artik- 
kel i »Deutsche Litteraturzeitung« for 15. Juli 1905, dels 
til Grünwald: Monatshefte für Math. u. Physik, Bd. 16, 
Pag. 28—30. 
Kjøbenhavn, d. 12. December 1905. 


* * 
* 


Hr. cand. mag. Ette har i Anledning af min Anmeldelse 
af Docent Nielsens Handbuch der Theorie der Cylinderfunk- 
tionen« fundet Anledning til at komme med en Del Be- 
mærkninger, som synes lidet træffende og tildels ved Mis- 
forstaelse tillegge mig andet end, hvad jeg har sagt. Jeg 
skal derfor komme med et Par Modbemærkninger. 

Docent Nielsen kalder sin Bog Handbuch der Theorie 
der Cylinderfunktionen, det forekommer mig derfor ganske 
overflødigt at sige, at Bogen giver »en systematisk Theori«. 
Hvad andet skulde den vel give? 

Det er Docent Nielsens Fortjeneste at have skrevet den 
forste udforlige Haandbog, der behandler Cylinderfunktionen 
i al Almindelighed. Derimod kan jeg ikke se, at der bor 
tillægges Begrebet »almindelig Cylinderfunktion« saa stor 
Betydning. Man har forend Docent Nielsen skrev sin Bog 
kendt: Cylinderfunktionen af forste Art, Neumann’s Funk- 
tion af anden Art, Hankels Cylinderfunktion. Alle disse 
Funktioner tilfredsstille de to Definitionsligninger ((1) og (2) 
eller (3) og (4)), der jo ogsaa ere velkendte. Det ligger da 
nær i al Almindelighed at undersøge alle Funktioner, der 
tilfredsstille disse Ligninger. 

Jeg foreholder da aldeles ikke Docent Nielsen hans 
Valg af Definitionsligninger, saa meget mindre, som jeg 
aldrig har undersggt om man med Fordel kunde bruge 
en mere udvidet Definition, det fuldstændige Integral af 
den Bessel’ske EEN 


Sch ath- Zu 


x dx 
Noget kunde vel nok hentyde herpaa, idet man almin- 


deligt har g am un) == ED Un+1, naar un er et Integral i den 
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givne Ligning un+1 i den tilsvarende Ligning med Index 
n+1. 

Men har jeg end ikke noget at bemærke til Docent 
Nielsens Definition, saa forekommer det mig uberettiget, at 
han frakender ældre Forfattere Ret til at benævne en Funk- 
tion Cylinderfunktion, fordi den ikke er det efter hans 
Definition. Hvad angaar min Bemærkning om Lommels 
Sætning, saa indrommer jeg, at Docent Nielsen har sagt 
»vortheilhaftestene og ikke »einfachsten«; mit Udtryk er da 
formelt urigtigt Hermed falder imidlertid ikke Bemærk- 
ningens Realitet, idet jeg har villet fremhæve Vigtigheden 
af en Methode, hvorved Sætningens simpleste Tilfælde 
umiddelbart kan findes, og som Læserne let vil kunne 
anvende i analoge Tilfælde. Cand. Ette siger, at den af 
mig anvendte Methode ikke er Lommels. Jeg ser i Virke- 
ligheden ikke nogen Forskel paa Lommels Methode og 
Hankels og Webers, idet i alle Tilfælde Methoden gaar ud 
paa at anvende den Sammenhæng, der er mellem to vil- 
kaarlige, partikulære Integraler af den Besselske Differen- 
tialligning. Naar jeg har sat den i Forbindelse med Lom- 
mels Navn, er det kun, fordi jeg vilde give ham som den 
ældste Forrangen. 

At Formel (19) i Haandbogen er urigtig, ses umiddel- 
bart. Naar jeg har opstillet Formodningen om, at en saa 
simpel Form for Ligningen ikke existerede, er jeg blevet 
fort paa Vildspor ved, at jeg kun antog sidste Led paa 
hojre Side for urigtigt, medens det nu viser sig, at ogsaa 
første Led er fejl. 

Min Bemærkning om Lorenz fastholder jeg ganske. 
Jeg har ikke nævnt noget om Betydningen eller ikke Be- 
tydningen af Dinis Undersøgelser; men mener at Udtrykket 
»fuldstændiggjorte er berettiget, om et Bevis, hvor andre, 
foregaaende Forskeres Forsøg sikkert har bidraget deres til 
at aabne Øjnene for, hvor Vanskelighederne laa, og saale- 
des indirekte at danne et korrekt Bevis. 

Hvorfor der mere skulde fremsættes en udforlig Kritik 
af Lorenz’ Afhandling end af de andre anførte Arbejder er 
mig ganske ufatteligt. 

Det forekommer mig da, at alle cand. Ettes Bemærk- 


a 


nınger kunne indskrænkes til to: Rettelsen af Formlen (19) 
og Udtalelsen af, at han er utilfreds med min Anmeldelse 
og henviser til udferligere tyske Anmeldelser. 

(H. Valentiner). 


Litteraturanmeldelser. 


N. J. Lobatschefskijs Imaginäre Geometrie und An- 
wendung der imaginären Geometrie auf einige Integrale. 
Aus dem russischen übersetzt und mit Anmerkungen her- 
ausgegeben von Heinrich Liebmann. Leipzig 1904. (Teubner). 

Det er naturligt, at den stadig voksende Interesse for 
Geometriens Grundlag giver sig Udslag i, at der fremkom- 
mer nye, Iettere tilgængelige Udgaver af de Værker, der har 
været grundlæggende for den ikke-Euklidiske Geometri. 
Efter at Engel for nogle Aar siden udgav de to Afhandlin- 
ger »Über die Anfangsgründe der Geometrie« og »Neue An- 
fangsgriinde der Geometrie mit einer vollstandigen Theorie 
der Parallellinien« folger nu to andre af Lobatschefskij’s 
Afhandlinger: »Imaginäre Geometrie« og »Anwending der 
imaginären Geometrie auf einige Integrale«, i tysk Over- 


' sættelse ved H. Liebmann. 


I den første Afhandling opstilles de trigonometriske 


Formler ved Betragtning af en Kugle med Radius i = V— 1, 
og derefter gaar Forf. straks over til Opstilling af alminde- 
lige Formler for Længder, Arealer og Voluminer. Man 
finder ikke her nogen skarp Definition af Overflade og 
Volumen. Forf. bemærker kun, at »Elementer« af Linier, 
Arealer og Volumener udtrykkes paa samme Maade i den 
Euklidiske og den imaginære Geometri. 

Den anden Afhandling omhandler i Hovedsagen Bereg- 
ning af Tetraedrets Volumen. De ofte meget sammensatte 


Integraler føres tilbage til Funktionen L(x) = — Vlog cos x dx, 


og geometriske Relationer mellem Voluminer benyttes om- 
vendt til Opstilling af identiske Relationer mellem saadanne 
L-Funktioner. 
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Man beundrer Forf. for de mange sindrige Omform- 
ninger af Integralerne, og man beundrer Oversætteren, der 
har haft Taalmodighed til at gennemarbejde denne Afhand- 
ling, som mere end nogen anden af Lobatschefskijs Afhand- 
linger med Rette kan betegnes med det Gauss’iske Udtryk: 
sein verworrener Urwalde«. J. Hjelmslev. 


* * 
k 

A. Fouët, Leçons élémentaires sur la théorie 
des fonctions analytiques. Gauthier-Villars. Paris 
1902—1904. (Pris 10 fr.) 

Denne Bog bærer tydelige Præg af at være bleven til 
i en Tid, hvor nye Teorier hobe sig op uden helt at have 
afklaret sig. Naar man, som Forf. gør det, vil medtage 
meget af helt nyt Datum f. Eks. Sætninger af Borel, af 
Mittag Leffler og af Hilbert, er der jo ikke noget at sige 
til, at Fremstillingen bliver helt skizzeret. Men lægger man 
Mærke til, at Forf. ogsaa nøjes med at skizzere Ting, der 
har faaet fast Form, som f. Eks. Dirichtlets Bevis for tri- 
gonometriske Rækkers Konvergens, medens paa den anden 
Side Rækkelærens Elementer tages udførligt, er man ikke 
paa det rene med, hvilke Læsere Forf. egentlig nærmest 
tænker paa. Den er altsaa alt andet end en Lærebog, men 
tager man den som den er, maa man sige, at den er skre- 
ven paa en livlig Maade, ofte interessant ved Omtalen af 
de mange halvløste og uløste Problemer, Sagen giver Anled- 
ning til. Der findes tilmed rigelige Henvisninger til Original- 
arbejderne. 

Efter en Indledning (der forudsættes adskilligt af det 
følgende) behandles i Kap. 1 de algebraiske Funktioner, 
hvor dog de Riemannske Flader er vel summarisk behand- 
lede. De næste Kapitler handler om Funktioner definerede 
ved Rækker eller ved Integraler; Kap. V behandler den 
analytiske Udvidelse efter Weierstrass. I Kap. VI findes 
ret udførligt Eksistensbeviserne dels for implicite Funk- 
tioner, dels for Integralerne af sædvanlige og partielle Diffe- 
rentialligninger, dels for Løsningen af det Dirichtlet'ske 
Problem (med to Variable). Selv om dette Afsnit hverken 
er helt udtømmende eller helt eksakt, synes det mig at 
give en særdeles god og interessant Fremstilling af en sam- 
menhængende Række Problemer. Den sidste Del af Bogen 
handler om den almindelige Funktionslære og ordnes efter 
de tre Hovedmænd: Cauchy, Weierstrass og Riemann, der 
hver faar sit Kapitel. Her bliver der rig Anledning til de 
Sammenligninger og Strejflys, som vel er Bogens Styrke. 

(C. Juel). 
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Symmetriskt skrufformiga kroppars 
rörelse kring en fast punkt på symmetriaxeln 


under tyngdkraftens inverkan. 
Af Ol. Olsson. 
(Forts.). 


II. Vinkelhastigheterna och deras hodograf. 


9. Sedan vi i den föreg. afdelningen uttryckt riktnings- 
kosinerna a, 8, Ys(s=1,2,3) Såsom funktioner af tiden, gå 
vi vidare, för att såsom funktioner af samma storhet, 
tiden, uttrycka jämväl vinkelhastigheterna p, q, r 

Enl. ekvation (5) är hastigheten r kring kroppens sym- 
metriaxel konstant och = h’. 

Bestäminandet af de båda öfriga inkeinastigheiema: | 
p och q verkställa vi pä följande sätt. 

Man har identiteten: 

Mty)PpHI=YPp+trgatimp—ng, (51) 
eller i följd af sista ekvat. i system (2): 


2. S+is, 
== eh 51 
PERS (511) 
da vi införa beteckningarne: 
dys 
© = TD + 7:9; S = Er (52) 


Om man nu tager hänsyn till ekvationerna (7), (19), 
finner man: | 
STERNER ie re (53) 
A A OAAR 
€, = y snt cent dnt, (54) 
då vi sätta: 
n — hos h 
fame fi = (0: — 01); 
[4 = 28: (02 — 01) = (02 — 01) Vlo (02 — 01) == reell storhet. 


Man - finner alltså, blott man beaktar likheterna (40), 
(40,), att vinkelhastigheterna p, q blifva bestämda genom 
följande ekvationer: 
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| en fil + i (a+ 47), 
p+iq GER B (S+iS:) d, (iw, —T) 0, (tie) , (55) 


? 1 i 0? (t — i (4 + AT 
p-ıq = Im (S—1©1) EN CO PL (4, + ag ) (551) 

10. Man kan äfven med tillhjälp af funktionerna 
6, ©, T,... på ett enkelt sätt erhålla uttrycken för rota- 
tionshastigheterna p‘, q', r' kring de i rummet fasta axlarne 
o&, on, où. 

Man har till en början: 


p=ap+aq-+ ar; | 


q' = 81p + 8:q + Bsr; | 56) 
r= Nip + Yq Let, 


Infôras häri värdena af a,, 8., tagna ur systemen (47), 
(47,), så erhåller man: 


p' = — (mip + 7:9) Ys T + (ıq — yep) Ti La 
q' = — (up + 72q) YsT1 — (iq — Yep) I + rs; | (57) 
r' = (np + 72q) + Yst; 

eller pa grund af (51), (52), (54): 


‘= — YST — Gk, + che gt 
d = — SER SES ST + Oe gt | (571) 
TI == S + h‘y;. 


11. Jag vill till slut påvisa ett par mellan vinkelha- 
stigheterna p‘, p', r' rådande, anmärkningsvärda samband, 
ur hvilka härflyta ekvationerna för vinkelhastigheternas 
hodograf. 

Man har 

p+q+r=p+q+r, (58) 
men enl. ekvat. (5), (6) är: 
A (pP? + q? + r?) = 2mgly; + 2H + (A — C) h'?; 
alltså blir 
A (p° + p” + r”) = 2mglys + 2H + (A — C) h”. 
Nu är emellertid pa grund af sista ekvationen i system 


(57): | Ku 
n —— 
= ta h'. 93; (59) 
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följaktligen erhåller man, då man mellan de sista ekvatio- 
nerna eliminerar 7;, sambandet: 

| på + gt fr? äre, (60) 
om man såtter 


__2mgl ` E m 2H + (A—C)h” 2mgln 
h'(A—C) ~ A Ah‘(A—C) ° 


be (60:) 


Betraktar man nu pi, q’, r' såsom rätliniga koordinater 
i det fasta axelsystemet oft, så att p = E q'=7, P > 
se vi, att relationen (60) representerar en klotyta: 

B+? + È -- 2b = c, (605) 
hvars medelpunkt ligger pa ¢-axeln. Och det är häraf 
också klart, att vinkelhastigheternas p', q', r‘ hodograf med 
afseende på punkten o är belägen på denna klotyta. 

Jag skall vidare härleda ännu ett samband mellan 
vinkelhastigheterna, ett samband som i förening med (603) 
innefattar ekvationerna för vinkelhastigheternas hodograf. 

Om man med V betecknar den vinkel, som projektio- 
nen i &7-planet af den rörliga kroppens momentana rota- 
tionsaxel bildar med &-axeln, så har man: 


tg V = L hvaraf ETES _ Peg. 
— itgV 


4 ? 


eller 


DL: et iV 

p — ip’ | 
,.  Infôras nu emellertid i de två första ekvationerna af sy- 
stem (57,) värdena af © och En, tagna ur likheterna (52), (53), 
samt värdena af T, I, Te och Ts, tagna ur (46), så skall 
man finna, att vinkelbastigheterna kunna skrifvas: 


ps _ (n—hys)ys cos p + dys sing 4 h VIF. cos 9; 


(61) 


SÅ ` V1— —% dt V1— 7 
q=— (n—hys)y: sin @ EE die ER. sin y; 
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hvaraf 
p'tiq' _ cosg+ising (n—hys)¥s+iA De AA ra 
p'—iq' cosp—ising ` ERE SE JE Ah'(1—y!) 


Man erhåller alltså på grund p = 
Have) _ (n— by) tia Ah’ (1— 73) 
e —— LA — 


er fm Ab (ld 


dt 
eller 
KA ei ` SEN i adr: dy; 
2i(V—o) at" 
e 
+ 1 (n—hys)7s — Ah‘(1—y?) ’ 
d. v. s Ä 
Q = — 3 
WÉI Goby — AKT Ge 
då vi införa beteckningen: Q = V — 0. (63:) 


Ekvation (63) kan nu med stöd af (12,) och (58) 

skrifvas: 
O g (y) (pi +g" +r? —h") —(n—hys)! 

((n—hys)ys —Ah'(1—73p = i 

men enl. (59) är: 
Ar‘ —n 

p= h (A — C) , 
och man erhåller slutligen, då detta uttryck på ys införes, 
efter några reduktioner: 

(AC? — n¢ — h” (A — C)}* tg? 2 = 

= ( +7?+C?—h*) {h° (A—C)? — (n—A€)*} —h#{(n—Ci). (64) 

Vinkelhastigheternas hodograf ligger således äfven pa 
denna yta. Sammanställer man ekvationerna (60,) och (64) 
framgår följaktligen, att hodografen själf utgöres af 
skärningslinien mellan klotet (602) och ytan on 
hvilken är af 6:te graden. 

Man har med afseende på dessa båda ytor att lägga 
märke till, hurusom det mellan de samma förefinnes en 
väsentlig olikhet: klotytan är, så snart man bestämt rörel- 
sens begynnelsevärden, fast i rummet, med gifven radie 


— 29 — 


och med sin medelpunkt fast belägen på ¢-axeln. Sjätte- 
gradsytan däremot är icke fast, utan tvärtom att betrakta 
såsom rörlig, alldenstund dess ekvation innehåller den af 
tiden beroende vinkeln g, hvilken ingår i 2. Denna yta 
vrider sig i själfva verket kring sin symmetriaxel, ¢-axeln, 
med växlande vinkelhastighet: 

dg _ 1 n— hys 


Denna vinkelhastighet är en periodisk funktion af tiden, 


med perioden SS À 
2 


Et Par bestemte Integraler. 
Af O. A. Smith. 


Hr. Dr. phil. H. Valentiner har her 1 Tidsskriftet, Afde- 
ling B, 9. Aargang, Pg. 96, stillet folgende Opgave til Los- 
ning: 

Integrer under endelig Form 


SE (n(n + 1) + ext) u. 


Denne Opgave er senere bleven lest af General V. H. 
O. Madsen (13. Aargang, Side 21—22). Jeg skal nu, for- 
uden at levere et Par andre Integraler af denne Differential- 
ligning, yderligere knytte nogle Bemærkninger dertil og 
derigennem udlede nogle — saavidt mig bekendt — nye 
Integraludtryk. 

Lad os af den opgivne Ligning, som vi ville omskrive 
til | | | 
xt OE + ox. (a(n + 1)+ ex) u = 0. (1) 
sage et partikulert Integral af Formen 


b 
a ler. T.dt, 
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hvor T er en Function af t alene og a og b to, foreløbigt 
ubekendte, Konstanter. Man pad da 


du =Ù tx (+ tx 
dx t.ex. Tdt og mk .et*, Tdt, 


hvoraf ved Indsættelse i (1) 
b 
Leon (— n (n + 1) + 2tx + (t? — et) x*] dt = 0 


eller ved Anvendelse af partiel ane 


b T 
— Uert CCE — 2t. — + n(n +1) )T| dt 
pe-e BEA a 

Sættes nu a= — E og b = Le falder sidste Led bort, 
saa at T bestemmes ved den Differentialligning, der frem- 
kommer, naar Parentesen under Integraltegnet sattes = 0. 

Substitueres i denne t = zz, og indføres z som uafhæn- 
gig Variabel, faar man 


a — 2) z. E 4 nn + 1) T=0 


dz? 
eller den Legendre'ske Differentialligning, der som bekendt 
er integreret fuldstændigt ved 

T = A; P, (z) + Bi Q (z), 
idet P, (z) og Qha (z) betegne de Legendre’ske Kuglefunctio- 
ner. Folgelig haves, at 


+E t (+e t 
Di = | etx P, BR dt OR Ug = | etx On (+) dt 
—£ € —E € 


begge ere particulære Integraler i den opgivne Ligning. 
Sættes specielt € — + 1, faar man altsaa som Integral 


+ +1 
ie. | en Py (t) dt e | er Qa (t) dt (2) 


men om dette skulle vi vise, at det ikke kan vere det 
almindelige Integral. 
I den Hensigt bringe vi (1) paa Formen 


d'u 2 au, [= Bt Ia] 


das de ED: 


ene.) oe 


Men denne Ligning er et specielt Tilfælde af den Lig- 
ning Docent, Dr. phil. Niels Nielsen har behandlet i sin 
»Handbuch der Cylinderfunktionene, § 47 (4), nemlig for 
a=—}, Bi, =} vent 

Man faar derfor som almindeligt Integral af (1) 

u = x? (k, J"*? (ix) + ke Y"t? (ix), 
hvor J og Y betegne henholdsvis Cylinderfunktionen af 
Iste og 2den Art. 

Ifolge en bekendt Sætning i Differentialligningernes 

Theori maa man da have 


(en P, (t) dt = x7 (a, J'TE (ix) + B, rt à (ix) 
og | 

Fe, | —1 n+1 . n+1 . 

| jer Qa (b) dt = xÈ (oa JHE (ix) +8, YE Gi) 
idet a, a, 81 og B. ere Konstanter. 

Disse to Udtryk for Integralerne maa være identiske, 
og man maa altsaa, idet —.. af 2den Art 
bliver © for x = 0, have £, = 8. = 0; følgelig vil baade u, 
og u; for e= + 1, begge vere "Cylinderfanktioner af 1ste 
Art 3: Integralet (2) kan kun vere partikulært. 

— Vi kunne endvidere let udlede nogle paralelt løbende 


Rækker af Integraler for de to Kuglefunktioner. Ifølge 
ovenstaaende har man nemlig 


(en P, (t) dt = ax? Isi? (ix) (3) 
08 
en Q, (t) dt = x ? yte (ix) (4) 


Lad p være et positivt helt Tal, mindre end n. Diffe- 
rentieres nu (3) og (4) p Gange med Hensyn til x og sættes 
derpaa x == 0, faas 


8 t P, (D dt = 0 og Le Qa (t) dt = 0 
og specielt for p= 0 | 
4 +1 
| p, (t) dt = 0 og Va (t) dt = 0. 


=) — 


Her er Formlerne, hvor P, (t) indgaar, vel kendte, 
medens Formlerne, der indeholde Q, (t), ere nve. En nær- 
mere Undersøgelse af saadanne Integraler, hvori indgaa de 
meta-sfæriske Funktioner, vil fremkomme i »Giornale di 
Matematiche«. Angaaende Integralerne mellem (+1 og 
+ 00) og (— 1 og —o), der ogsaa ere Cylinderfunktioner, 
forbeholder jeg mig Ret til senere at vende tilbage. 


Litteraturanmeldelser. 


K. Th. Vahlen: Abstrakte Geometrie. Unter- 
suchungen über die Grundlagen der Euklidischen und nicht- 
Euklidischen Geometrie. (Teubner 1905). 

I et indledende Afsnit om Aritmetikens Grundlag be- 
gynder Forf. med Omtale af Mængder i Almindelighed; der- 
efter defineres ordnede Mængder, idet der skelnes mellem 
lineær, planar og overplanar ordnet Mængde, og der op- 
stilles Definitioner af tæt og relativ tæt (overalt tæt) og kon- 
tinuert Mængde. Definitionen af en kontinuert Mængde er 
meget uklar, og Forf. tillegger den ojensynligt et Indhold, 
der paa ingen Maade kan vere i Overensstemmelse med 
Formen. Definitionen lyder saaledes: »Eine linear geordnete 
Menge heiszt stetig, wenn jedem mit 10 verträglichen System 
von nicht lauter gleichartigen Ordnungsbeziehungen eines 
Dinges zu allen Dingen einer Teilmenge wenigstens ein 
Ding x der Menge entspricht.« (Den Grundsætning 10, der 
henvises til, lyder saaledes: »Aus a vor x, x nicht nach b, 
folgt a vor b; aus a nach x, x nicht vor b, folgt a nach be). 

I en Fodnote oplyses det, at denne Definition ikke 
dækker Dedekind’s, men stemmer overens med Veronese’s. 
At dette maa bero paa en Misforstaaelse fra Forf.’s Side, 
fremgaar imidlertid tydeligt af de Anvendelser, der gores af 
Definitionen. I 147 mener Forf. saaledes ud fra sin Defini- 
tion at kunne bevise, at Kvadratroden af ethvert positivt 
Tal eksisterer, medens man let kan nævne et Eksempel 
paa Veroneseske Tal, der ikke opfylder denne Betingelse; i 
den ofte benyttede Samling, der defineres ved Udtryk af 


BE: E 


-Formen x = at” + bte + ctr +.... hvor a, b, c... er sæd- 
vanlige reelle Tal, medens m, n, p .. er hele Tal (m< n< p...), 
og t betegner en uendelig lille Størrelse, eksisterer V t ikke. 

Det som Forf. ved Udførelsen af sine Beviser faktisk 
lægger i den opstillede Definition, er nøjagtigt det samme, 
som udsiges i Dedekinds Definition; men da det samtidig 
fastholdes og gøres Brug af, at Archimedes’ Axiom ikke 
gælder, falder flere af Undersøgelserne herved til Jorden. 

Fra de ordnede Mængder kommer Forf. til Grupper, 
9: Mængder, for hvilke der bestaar en eller anden Art af 
Komposition (Tilføjelse, Addition); derefter defineres Tal- 
systemet som en Gruppe, for hvilken der bestaar 2 Arter 
af Komposition (Addition og Multiplikation), forbundne ved 
de distributive Principer. Endelig opstilles de Byrige Grund- 
sætninger for Aritmetiken. 

Med Henblik paa senere geometriske Anvendelser defi- 
neres rent aritmetisk (inden for det betragtede Talsystem) 
»Afstand«, »Forhold«, »Dobbeltforhold«, »harmoniske Tale, 
»involutoriske Tale o. s. v., og det undersøges hvorledes 
Gyldigheden eller [kke-Gyldigheden af de forskellige arit- 
metiske Grundsætninger faar Indflydelse paa de Sætninger, 
der kan opstilles om »geometriske« Talrelationer. For at 
antyde, hvad det her drejer sig om, nævner vi blot ét 
Eksempel: det bevises, at den nodvendige og tilstrækkelige 
Betingelse for, at 2 Par har et entydig bestemt fælles har- 
monisk Par. er den, at Multiplikationens commutative Lov 
gælder (den associative Lov og éntydig Division er forudsat). 

Af de 4 ovrige Hovedafsnit omhandler de 2 forste den 
projektive Geometri, medens de sidste omhandler »Affin 
Geometri« og metrisk Geometri. 

Den projektive Geometri indledes med de sædvanlige 
Grundsætninger om Forbindelserne mellem Punkter, rette 
Linier og Planer i det tredimensionale Rum, idet Forudsæt- 
ningerne dog opstilles i en saadan Form, at 2 Linier i 
samme Plan altid faar et Skeringspunkt. Ved Hjælp heraf 
kan Fort naturligvis foreløbig udskyde Aksiomerne om Ord- 
ning, og Desargues’s Setning om de homologe Trekanter 
bliver omtrent selvfolgelig. Der fores Bevis for det bekendte 
Hilbert’ske Resultat, at Desargues’s Sætning ikke behover 
at gelde for en plan Geometri, der ikke er »Snit i en Rum- 


geometri «. 
Nyt Tidsskrift for Mat. B XVII. 3 
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Idet der nu anvendes et Talsystem, som tilfredsstiller 
den associative Lov og Loven om entydig Division, men 
ikke nødvendigvis den kommutative Lov, defineres en »Koor- 
dinatgeometrie paa velbekendt Maade, og det eftervises, at 
i denne Geometri Forbindelsesaxiomerne (Axieme der Ver- 
knüffunge) er tilfredsstillede, men at «Pascals Sætninge 
(Sætningen om den i et Liniepar indskrevne Sekskant) ikke 
vil gælde, uden at man forudsætter Gyldigheden af den 
kommutative Lov. 

Derpaa opstilles i den almindelige Geometri Begrebet 
»Wurf« i en speciel Form (af de 4 Punkter PQA,A ligger 
A, fast, medens A ligger paa en fast ret Linie) og Regler 
for Regning dermed. (Dette er altsaa i Virkeligheden kun 
Hilberts Regning med Liniestykker, i projektiv Form). Ved 
Hjælp heraf paavises Muligheden af Koordinaters Indførelse 
i den almindelige projektive Geometri. 

Ved Tilføjelse af »Pascal's Sætning« bevises Projektiv- 
geometriens Fundamentalsætning, og det viscs omvendt, at 
man ved at gaa ud fra denne Sætning kan bevise »Pascals 
Sætning«, og da det i Forvejen gennem Koordinatgeometrien 
er godtgjort, at de opstillede >Axiome der Verknüpfunge 
ikke er tilstrækkelige til at føre Bevis for Pascals Sætning, 
er det hermed paavist, at der maa opstilles nye Forudsæt- 
ninger, inden Projektivgeometrien kan gøres færdig. 

Herefter følger nu »Axiome der Anordnung« og Grund- 
sætninger om Kontinuitet. Der leveres et Bevis for Funda- 
mentalsætningen ved Hjælp af Dedekind’s Axiom, men Mis- 
forstaaelsen angaaende dette Axioms Deling i et Maalings- 
Axiom og en »Grundsatz der Stetigkeit« viser sig her paany. 

Det paavises endvidere, at Pascal's Sætning lader sig 
bevise alene ved Hjælp af en ny af Forf. opstillet »Grund- 
satz der relativen Dichte«, i Følge hvilken der eksisterer et 
overalt tæt System af Punkter for hvilken Pascal's Sætning 
gælder. Dette Resultat er ganske vist nyt, men har efter 
Anm. Mening ikke synderlig Interesse. | 

Som vort Referat vil have vist, findes der i de nævnte 
Afsnit i det hele ikke meget nyt. 

I Resten af Bogen (»Affine Geometrie« og »Metrische 
Geometrie) er Behandlingen ofte ungjagtig og ufuldstændig. 
Uklarhed i Definitionerne og i selve Ordningen af Stoffet 
besverliggor Læsningen, og Læserens stadig voksende Mis- 


SER > | BEER 


tillid til Forf. svækker i høj Grad Interessen for Enkelthederne 
i Udførelsen. For nu at begynde med Indledningen til 
»Affine Geometrie«: I den projektive Geometri blev Planen 
defineret saaledes, at Definitionen medførte, at 2 Linier i 
samme Plan altid skærer hinanden. I den Geometri, som 
mu skal behandles, bygges der imidlertid paa den Forud- 
sætning, at der i Planen findes Linier, der ikke skærer hin- 
anden; hvorledes tænker Forf. sig da nu en Plan defineret? 
Den omtalte Definition kan jo ikke længere benyttes, og 
der findes i Bogen ikke noget anden. 

Uegentlige Elementer indføres uden videre gennem føl- 
gende Bemærkning: »Es ist nur eine andere Ausdrucksweise, 
wenn wir von zwei sich nicht schneidenden Geraden G, H 
einer Ebene sagen, sie schneiden sich in einem uneigent- 
lichen Punkte, definiert durch das Geradenpar (G, H). Ebenso 
werden wir uneigentliche Geraden und Ebenen einführen«. 
Anden Definition eller Forklaring findes ikke, og hermed 
mener Fort at kunne lade sig nøje. Læseren søger forgæves 
Svar paa den Mengde Sporgsmaal, der straks frembyder 
sig i Anledning af den ny Udtryksmaade: Hvad vil det 
sige, at en egentlig ret Linie (eller Plan) gaar gennem ét 
ved 2 Linier bestemt uegentligt Punkt? Hvoraf ved man, 
naar Linierne A og B gaar gennem et uegentligt Punkt 
(G, H), at da ogsaa G og H gaar gennem det uegentlige 
Punkt (A, B)? o. s. v. o. s. v. | 

Den eneste Forklaring, Anm. kan finde til den Form, 
som Fremstillingen her har faaet, er den, at Forf. maa 
have anstillet folgende Betragtning: 

Vi har den projektive Geometri i Orden; af den danner 
vi den affine Geometri ved Udelukkelse af nogle Elementer 
som vi kalder uegentlige, og som da ikke kan volde os 
nogen anden Vanskelighed end den, at de under Udforelsen 
af Konstruktionerne er utilgængelige; derfor maa der op- 
stilles særlige Konstruktionsregler til Behandling af de util- 
gængelige Elementer alene ved Hjælp af de tilgængelige. 
Men naar saa Forf. samtidig taler om at eftervise Beret- 
tigelsen af at indfore uegentlige Elementer og om Bevis 
for, at Projektivgeometriens Grundsætninger gælder ogsaa 
for dem, bliver det hele jo ganske meningslgst. 

Ved Hjelp af de to Grundsætninger: »2 egentlige og 
to uegentlige Punkter af en ret Linie kan ikke skille hin- 
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anden«, og: »Der gives Affiniteter (ə: Kollineationer, hvor 
ethvert egentligt Punkt svarer til et egentligt Punkt), i hvilke 
en vilkaarlig given ret Linie G svarer til en vilkaarlig given 
ret Linie H, et vilkaarligt givet Punkt af G til et vilkaarligt 
givet Punkt af H, en vilkaarlig given Plan gennem G til en 
vilkaarlig given Plan gennem H, faar Forf. bevist, at den 
affine Geometri enten maa vere den Euklidiske eller Lobat- 
schefsky’s Geometri, hvorefter disse Geometrier underkastes 
en særlig Behandling. 

Det maa dog tilføjes at det Dedekindske Axiom i 107 
benyttes til Bevis for, at en egentlig ret Linie i den Ikke- 
Euklidiske Geometri har 2 bestemte Grænsepunkter. 

Anm skal her bemærke, at den forste Grundsætning, 
at 2 egentlige og 2 uegentlige Punkter aldrig skiller hin- 
anden, i Forbindelse med Dedekinds Axiom vil være til- 
strækkelig til at vise, at der enten kun kan være ét Grænse- 
punkt eller uendelig mange Grænsepunkter, der enten udgor 
en ret Linie eller sen Ovale, der af enhver ret Linie skæres 
i hgjst 2 Punkter. 

I det sidste Afsnit (metrisk Geometri) forudsættes de 
projektive Axiomer (Axiome der Verknüpfung und Anord- 
nung) at gælde, og disse suppleres nu med Kongruenssæt- 
ninger, og ad denne Vej naas den sædvanlige Tredeling af 
Geometrien med Hensyn til Spørgsmaalet om Trekantens 
Vinkelsum. 

Standpunktet er ogsaa her noget uklart. Definitionen 
(2) af Liniestykkers Uligestorhed er i Virkeligheden ganske 
betydningsløs. Det samme gælder Vinkler (7) og Trekantens 
Definition (10). Vi nøjes med at betragte den sidste lidt 
nermere. Der siges forst, at 3 givne Punkter A, B og C 
egentlig bestemmer 8 Trekanter; men til nermere Bestem- 
melse af Trekanten maa det angives hvilke Liniestykker, ` 
der benyttes som Sider (af de to Liniestykker AB vælges 
et bestemt, idet der f. Eks. angives et Punkt, der ligger paa 
det valgte Liniestykke; paa lignende Maade behandles BC 
og CA). Dernæst siges det, at naar der som Side AB er ` 
valgt det mindste af de to Stykker AB, da velger man som 
modstaaende Vinkel C ogsaa den mindste af de to mulige 
Vinkler ACB. 

At denne Regel ikke er brugbar, ses allerede deraf, at 
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den ikke giver nogen Oplysning om det Tilfælde, da de to 
Stykker AB er lige store. 

Forf. har rimeligvis under Opstillingen af sine Defini- 
tioner haft den sfæriske Geometri for Oje, men den ved- 
kommer jo ikke Sagen; det var den elliptiske Geometri, 
man skulde tænke paa. | 

Pascals Sætning bevises paa den af F. Schur (Math. 
Ann. 51) angivne Maade ved Hjælp af den Sætning, at 3 
paa hinanden folgende Spejlinger med Hensyn til Planer 
gennem samme Linie kan sammensættes til én. Men det 
angivne Bevis (S. 251) for denne Hjælpesætning er ganske 
vzrdilost. De Vinkeladditioner, der her benyttes, er udførte 
med Øjnene, og ikke gennem Resonnement. Saadanne 
Fejl er ganske utilgivelige over for en Forf., der giver sin 
Bog Titel af »Abstrakte Geometrie«. 

De elementzre Beviser for Sætningerne om Vinkelsum- 
men i en Trekant er noget af det bedste i Bogen; men og- 
saa her skemmes Fremstillingen af det ungjagtige Bevis 
for Sætn. 59. 

I et Afsnit om den rette Linie som den korteste Vej 
opstilles den Sætning (73), at der findes Geometrier, hvor 
alle projektive Sætninger (Verknüpfungs- und Anordnungs- 
sätze) samt Kongruenssætningerne med Undtagelse af den, 
at naar 2 Trekanter ABC og A’B’C’ har AB = AR. AC = AC, 
< BAC = BAL da er ogsaa < ABC = A'B'C', og i hvilke 
den rette Linie er den korteste. 

Der gives et Bevis for ethvert af de 3 Tilfælde, hvor en 
ret Linie har intet, ét eller mere end ét uegentlig Punkt. 
De to af Beviserne skyldes henholdsvis Hilbert og Min- 
kowski; det tredje (S. 268) skyldes Forf., men holder ikke 
Stik. Den benyttede Geometri er folgende: I den sædvan- 
lige Euklidiske Plan betragtes alle Punkter som egentlige, 
Vinklers Ligestorhed defineres som sædvanlig, men Linie- 
stykker kaldes lige store, naar de fra et bestemt givet Punkt 
uden for Planen ses under lige store Vinkler. Forf. paa- 
staar nu at alle Kongruensaxiomer med den ovenfor nævnte 
Undtagelse vil gælde i denne Geometri. Men dette er urig- 
tigt; i Planen vil man ikke kunne afsætte nogen bestemt 
Vinkel, hvis ene Ben falder paa den uendelig fjzrne Linie. 

Efter en analytisk Behandling af saavel den Ikke-Eukli- 
diske som den Euklidiske Geometri, hvorunder der særlig 
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lægges Vægt paa Behandling af Bevægelser ved Hjælp af 
komplexe Talformer, slutter Bogen med nogle Bemærkninger 
om Flade- og Rumindhold. 

Det ret omfangsrige Værk betegner ikke noget virkeligt 
Fremskridt i Undersøgelserne angaaende Geometriens Grund- 
lag; og den Oversigt, som det giver over bekendte Resul- 
tater, er ganske ufuldstændig. 

(J. Hjelmslev.) 


* Š + 

The Dynamics of particles and ofrigid, elastis, 
and fluid bodies, beeing lectures on mathematical physics 
by Arthur Gordon Webster; A.B. (Harv) Ph. D (Berol) 
Prof. af physics, Clark Univ. (Massachusetts). (Leipzig, 
B. G. Teubner 1904). 

Ovenstaaende Bog er en storre Lærebog i Dynamik, 
der, saaledes som Titlen angiver det, er udarbejdet med sær- 
ligt Hensyn til Anvendelser i Fysiken. Den omfattende 
Række af Genstande, den behandler, er fordelt i folgende 
Afsnit. 

I. Almindelige Principer. 

1. Kinematik. 2. Punkts Bevægelse. 3. Almindelige Prin- 
ciper, Arbejde og Energi. 4. Den mindste Virknings Princip, 
almindelige Bevægelsesligninger. 5. Svingende og cycliske 
Bevægelser. 

Il. Faste Legemers Dynamik. 

6. Vectorsystemer, Masse, Instantan Bevægelse. 7. Drej- 
ning om en Akse og et Punkt. 

III. Potential; Foranderlige Legemers Dynamik. 

8. Newtons Potential. 9. Elasticitet. 10. Foranderlige 
Legemers Statik. 11. Hydrodynamik. Mathematiske Noter. 

Bogen indeholder foruden den rene Teori en Række af 
større fuldt gennemarbejdede Anvendelser staaende i nær 
Forbindelse med fysisk Praksis. Derimod findes der kun 
faa af de mindre Opgaver, hvormed man paa Fastlandet 
plejer at indøve de mekaniske Principer for Begyndere. 
Den ligner i saa Henseende den bekendte W. Thomsom og 
Tait »Traitise on Dynamics«. 

Forf. begynder som det sig bør i en engelsk Bog med 
en kort Vektorteori, noget der jo nu forresten efterlignes 
overalt. At man kan nøjes med at beskrive Bevægelses- 


komponenterne ved Vectorerne A = m - = . begrundes kort 


dt? ' 
og godt ved, at det viser sig, at X... kan bestemmes enten 
alene ved x... eller ved disse i Forbindelse med > 


dt ' 
De forste Anvendelser sker i Korthed paa Kepplers Love 
og udforligt paa harmoniske Bevægelser, hvor det sfæriske 
Pendul faar en udmærket med mange Figurer udstyret Be- 
handling: 

For den felgende almindelige Bevægelsesiære danner 
d’Alemberts Princip Grundlaget. Da dette benyttes i For- 
bindelse med de virtuelle Hastigheders Princip, kan jeg ikke 
nægte, at det synes besynderligt, at der for det sidstnævnte 
Princip — der jo i Virkeligheden er Grundlaget for det 
meste af det folgende — kun gives nogle faa Bemærknin- 
ger i Forbindelse med Henvisninger til andre Boger. Noget 
andet er det, at man kunde opstille de virt. Hast. Princip 
som et Axiom, men det synes ikke at være Meningen. Lige- 
saa vil vistnok de fleste Læsere staa uforstaaende overfor, at 
en Sætning som den, at en stadig Ligevægtsstilling svarer til 
et Minimum af potentiel Energi, affærdiges ved et »man 
ser Jet, Disse Indvendinger hænger maaske nok noget 
sammen med, at man paa Fastlandet er vant til en vis 
bestemt systematisk Behandling, men naar Forf. i Indled- 
ningen udtrykkelig betegner Værket som en Lærebog for 
" Begyndere, synes det mig at vere Mangler. 

Det vilde nu være en stor Fejltagelse af ovenstaaende 
at drage den Slutning, at Forf. ikke vil lægge en Hoved- 
vægt paa den rent theoretiske Side af Sagen, tverimod. Efter 
at Forf. har gjort den Begyndelse, som han vil, er netop 
Hovedvægten lagt paa en fyldestgorende, almindelig og 
omfattende ren Teori. Dette ses formelt straks ved, at Inte- 
gralprinciperne drager i Forgrunden: Hovedbeviset for 
Lagrange’s Ligninger er saaledes (selv om der ganske vist 
findes et andet ved Siden af), støttet paa Hamiltons Integral- 
minimum. Af Anvendelser er særlig Læren om Toppen, 
Gyroskopet o. l. behandlet meget udførligt delvis efter flere 
Methoder og anskueliggjort ved en Mængde dels skematiske 
dels perspektiviske Figurer. 

Potentealtheorien har i det 3die Afsnit faaet en meget 
omhyggelig Behandling; den gaar vel knapt saa vidt som 
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i Thomson og Taits ovennævnte Bog, men Hovedsætningerne 
er her eksakt og precist beviste. Et almindeligt Eksistens- 
bevis modtages dog ikke, hvorved der sikkerst ogsaa bedst 
svarer til Bogens Karakter. 

Det næste Afsnit om Hydrostatik tager Sagen i al sin 
Almindelighed, saa at f. Eks. Arkimedes Princip bevises ved 
hele Formelapparatet. Stabiliteten er behandlet ved Hjælp 
af Rulningsmomentet. Den Metode er i hvert Fald fortræffe- 
lig til ogsaa at give Bestemmelser af de smaa Svingninger 
om Ligevægsstillingerne. 

Elasticitetstheorien og Hydrodynamiken er behandlede 
efter moderne Synspunkter, saa at Læren om Hvirvler og 
(det lidet man ved) om seige Vædsker er medtaget. Ogsaa 
her er Fremstillingens theoretiske Tendens stærkt fremtræ- 
dende saa at f. Eks. Kontinuitetsligningen er bevist med 
Benyttelse af en almindelig konveks Overflade i Stedet for 
at nøjes med en Kubus. 

Naar Anm. i det ovenstaaende har tilladt sig smaa Be- 
mærkninger i Retning af, at Bogen hist og her kunde være 
gjort noget mere elementær, er Forf. selv Skyld deri ved i 
Indledningen at fremhæve, at Bogens Indhold er det Mini- 
mum, en Physiker bør vide om Dynamik. 

I og for sig er Bogens Princip nemlig at tage Theorien 
i saa stor Almindelighed som mulig og samtidig at føre 
Anmeldelserne saa nær op til Praksis som mulig det 
bedste man kan have. Bogen er ikke overalt lige let læse- 
lig, men den indeholder i koncis og eksakt Form et over- 
ordentlig righoldigt Stof, meget mere end der i en kort 
Anmeldelse kan blot hentydes til, og Udstyringen med de 
mange Figurer er mere end sædvanlig. At den i sit Anlæg 
er forskellig fra de gængse Lærebøger i Mekanik gør den 
kun mere lærerig. (C. Juel). 


Opgaver i Astronomi og Iagttagelseslære 
ved Skoleembedseksaminer. 
Sommeren 1899. 


1. En Planet, som nu staar i 219° 27° heliocentrisk 
Længde med + 11°31‘ Bredde, stod for et Aar siden i 
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129° 27‘ heliocentrisk Længde med + 14° 53’ Bredde. Bestem 
Knudens Længde og Banens Heldning og Planetens Afstand 
fra Solen under Forudsætning, at Banen er cirkuler. 


2. Zodiakallyset. 


Løsning. Er u Planetens Afstand fra Knuden, h Ba- 
nens Heldning, © Knudens Længde, b og I Planetens Bredde 
og Længde, giver de to Observationer følgende System af 
Ligninger: | 


cos u, = cos b, cos (1, —9) cos Us = cos b, cos (l — Q) 
sin u, cosh = cosb, sin (h—2) sinu, cosh = cos Da sin(l;—9) 
sin u, sin h = sin b, sin us sin h = sin De 


` Spørgsmaalet er nu, i hvilken Orden man skal foretage 
Elimination af de 4 ubekendte 2, h, u, og ue mellem de 6 
Ligninger, saaledes at der drages Fordel af de overtallige 
Ligninger. Tilsyneladende er dette uopnaaeligt, hvad enten 
man begynder med at eliminere 2, h, u, eller us. Man kan 
dog opnaa det ved at beholde us — u, efter Elimination af 
de enkelte u’er; saaledes fremkommer folgende 4 Endelig- 
ninger: 
cos (ug — u,) = sin b,sin b, +cosb; cos b, cos(l,—Iı) 
sin (u: — u,) cos h = cos be cos b; sin (l,—Iı) 
Sin(ug—u,)sin h cos(l,—) = sin b,cosb, cos(1,—1,)—sinb, cos b: 
sin(u—u)sinhsin(l —2)= — sin De cos b, sin (1;—];) 


Disse Ligningers Form tillader umiddelbart Beregning 
af de ubekendte. Da i det foreliggende Tilfælde 1, — l, = 
bliver Ligningerne endnu simplere. 


Indsættes for l—h = faas 


2 
cos (u: — uy) = sin b; sin b, 
sin (Ug — u;) cos h = cos bg cos b, 
sin (u, — uy) sin h cos (1, — 2) = — cos b, sin b, 
sin (ug — uy) sin h sin (1, — 2) = — sin b; cos b, 


log cos (ug — u,) =»8.70996 logcosb: =r .98518 

log sin (ug — u,) cos h = ».97635 logsin ba = H. 40968 

logsin(u,—u,)sin hcos(lı—8&)= nv .28546 logcosb, ==» .99117 

logsin (ug—u,) sin h sin (l, —2)=nv.40085 logsinb, ==» . 30028 
lı — 2 = 232° 31' 25" 
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log cos (lı, — 2) = nv . 78421 
log sin (l, — 2) = nv . 89960 * 
log sin (us — uy) sin h = » . 50125 
== 18° 30: 55‘ 
log cos h = » . 97691 
log sin h == » . 50182 * 
u: — u, = 87° 3° 38" 
log sin (ug — u) = » . 99943 * 
De med * mærkede Ligninger tjener til Prøve paa Reg- 
ningens Rigtighed. 
Planetens Afstand a fra Solen bestemmes ved 


a=( 360 i 
— 487.060 


idet Jordens Afstand fra Solen er Enhed. 


log 366 = 2 . 55630 
— log 87 . 060 = v8 . 06018 


Log af = . 61648 
log a = . 41099 
a = 2.5762 


Vinteren 1899 — 1900. 


Der gøres først ved almindelige Betragtninger uden 
Regning Rede for, hvorledes det kan ske, at en parabolsk 
Komet to Gange passerer tæt forbi samme Planet, baade 
paa Vejen til og fra Solen. Under Forudsætning af, at 
Planetens Masse er forsvindende og dens Bane cirkulær 
beregnes saa, hvor stor en Vinkel Planeten gennemløber i 
Mellemtiden mellem de to Sammentræf samt Forholdet mel- : 
lem Kometens Perihelafstand og Planetbanens Ràdius. 


Løsning. Skal Legemerne mødes to Gange, maa de 
bevæge sig i samme, gennem Solen gaaende Baneplan. 


I Mødestederne maa den parabolske Komet have V 2 
Gange saa stor Hastighed, som Planeten, der gaar i Cirkel, 
og nærmere ved Solen maa Kometens Hastigked være endnu 
større. Heraf følger, at Kometens Vej mellem første og 
andet Mødested maa være mere. end dobbelt saa lang som 
den Vej, Planeten samtidig har bevæget sig. Derfor kan 
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for det første de to Legemer ikke have samme Omlobsret-- 
ning om Solen, Kometen maa gaa bag om Solen og ud 
igen; og for det andet kan den af Planeten beskrevne Vin- 
kel næppe være meget forskellig fra 60°. 

(Hvis Talen er om Jorden bruger en Komet en Maaned 
om at falde fra dens Bane ind paa Solen). 

I den parabolske Bane kaldes Perihelafstanden q, Peri- 
heltiden t, dermed er til Tiden t den sande Anomali V og 
Afstanden r bestemt ved 


Vrcos!V=-Vq 
Vrsin! V=Vq.u 
| q 
du HE 
en cos? 4 V 


og k (t — to) = q V2q (u + 3 u’) 
hvor ` = tang; V 


I Tiden t—t,, Halvdelen af Tiden mellem de to Møder, 
gennemlgber Planeten i den konstante Afstand r fra Solen 
en Bue paa x — V; efter den kepplerske Ligning er da med 
samme Værdi for Konstanten k 


k (t — to) =r V r (x — V) 


altsaa, da q =r cos? EN, 
x — V = V 2 cos? R (tang 4 V+ 1 tang? 3 V) 


= V 2 sin 1 V (1 -- 3 sin? 1 V) 


Denne Ligning kan benyttes til Beregning af V, idet 
der kan foretages hypotetisk Beregning af Ligningens højre 
Side og Prøve med venstre Side. Som første Hypotese bør 
efter de indledende Bemærkninger sættes V = 150°, som 
paa venstre Side af Ligningen giver 150° 415 for V; indsæt- 
tes denne Værdi paa højre Side, faas paa venstre for V 
150° . 481. 

Efter Reglen for sammenknyttede Hypoteser dannes da 
Differenserne 


150 : 000 
+ +415 

150 - 415 — + 349 
+ + 066 

150 - 481 


eae | (pene 


( 0667" . | 
og 150 494 = 150. 481 — SSC Viser sig ved Indsættelse i 


Ligningen at være den sande Værdi. Planeten har altsaa 
bevæget sig 59°: 012 og q =r. 0 : 064849. 


Vinteren 1900—1901. 


Mellem et Par Stjerner, som antages for en optisk 
Dobbeltstjerne, er Vinkelafstanden maalt: 


1830 : 0 til 5” - 40 
1845 0 » 2-80 
1860 :0 » 220 
18750 » 4.50 og 
1890 :0 » 7‘.30 
hver Gang med Middelfejlen 0‘: 023. 

Naar havde Afstanden sin mindste Værdi, og hvor stor 
var den da? Hvor stor er den ene Stjernes Hastighed, 
naar den anden antages for hvilende? 

Ved Udjzvningsregningen forlanges mindste Kvadraters 
Metode ikke anvendt i den strenge Form, men vel en paa 
Sammenligning med den angivne Middelfejl bygget Vurde- 
ring af Resultatets Paalidelighed. | 


Losning. Da Afstandens Kvadrat er en anden Grads 
Funktion af Tiden, kan man forsøgsvis udfra tre af de op- 
givne Verdier beregne de to andre. 

Interpolation i Tabellen 


t r° 
1830 29:16 
— 24 ' 32 | 
1860 4:84 12 :065 72°77 
48 : 45 
1890 53 : 29 
: t— 60 72:77 ft — 60\? 
giver r°= 4°84 + 12 065 30 + == Ke ) 


Naar der i denne Formel regnes med 12 og 72 i Ste- 
det for med de tilsvarende blandede Tal faas herved for 
Tabellen for 
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o heraf beregnes r, o—r og (o —r)? 
1830 28.84 5 370 + ' 030 900 
1845 784 2.800 ` 000 000 
1860 4°84 2 . 200 000 000 
1875 19:84 4 454 + ' 046 2116 
1890 5284 7: 269 + . 031 961 
: 003977 


Disse Værdier viser sig da h, = ' 000529 ikke at tilfreds- 
stille rimelige Krav til Udjævning. 

Som Grundlag for en ny Beregning kan nu benyttes 
de to gamle Yderverdier og en Normalplads dannet ved 
Middeltallet af de tre andre Verdier for 0—r. 'Herved 
opnaas, at Hovedvægten, som den bor, kommer til at hvile 


paa de midterste Tabelværdier. 


Den ny Tabel er altsaa (idet 2:215 = 2: 200 + oe 


og 2° 215? = 4 ` 906) 


1830 29.160 
, —24:254 — "80847 
1860 4-906 -40216 + ` 242127 + - 040354 
+ 1+61280 
+ 48 : 384 
1890 53-290 


En Sammenligning mellem anden dividerede Differens 
og den til Argumentet 1860 svarende forste Differens viser, 
at Interpolation til 1855 og en Gentagelse af dette Argument 
vil gore forste Differens forsvindende lille 0. Antages Mini- 
mum at vere indtraadt nøjagtigt 1855 "0, vil man ved pas- 
sende Afrunding faa Formlen 


r? = 3° 8985 + ` 0403 (t — 55)*, herved beregnes 


r? r o—r og (o—r)” 
29:086 5:393 — 007 49 
7:928 2:816 — 016 256 
4:906 2:215 — : 015 225 
20 018° 4:474 — 026 676 
53:266 7:298 + 002 4 
| + 001210 ` 


Kvadratsummen af Afvigelserne er hermed bragt inden- 
for det tilladeliges Grænser. 

Da Bevegelsen er retlinjet og jevn, maa Minimum an- 
give Fodpunktet fra den faste Stjerne paa den bevægede 
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Stjernes retlinjede Bane, og Afstanden fra Fodpunktet til 


:Stjernen maa vere YO 0403 (t — 1855) til Tiden t. Hastig- 
heden er altsaa 0‘ - 2008. 


Vinteren 1902— 1903. 

1. Der gives sferiske Firkanter, hvis Sider ere indbyr- 
des lige store =s, og hvis indvendige Vinkler ere indbyrdes 
lige store =v. Find de numeriske Værdier for s og vi et 
-af de Tilfælde, hvor v = 10s. 

2. Asteroiderne eller Smaaplaneterne. 


Losning. De sfæriske Grundligninger giver 


cos I V = — cos} v cos v + sin 3 v sin v COS s 
sinivcoss— cos iv sin v + sin 3 v cos v cos s 
sin 4 v sins = sin $ v sin s 
| | v : 
Den første giver cos? T sin? + v cos 4 v cos s 
-den anden > = sin?+3 v cos s = cos? À v sin i v, 
1 + cos v 
altsaa cos s = cot? } v = a 
1 — cos v 
So V 
-eller cos -5 SIN e = HA, 


Tabellen antyder, at Rodder findes i Nærheden af 
'v=90° og v=270°. Beregningen af disse to Tilfælde giver: 


v S 
90° 0° 
180° 90° 
270° 0° 
Ba log cos a log sin nå af 
2 2 2 2 


4° 3 v ` 99866 v ' 85083 45° 10' 42“ 
4° 314“ vy. 99865 v ' 85084 45° 10‘ 46” 
4°31/4"°6 » : 99865 


BS pole ol 
RA Le 
D = e 


"altsaa s=992'9:2 
— log cos = log sin Rå RA 
2 8055 8 Sin 3 2 
So = 13° 30° v ` 98783 v ` 86166 136° 39' 10“ 


AT 


5 = 13° 39 55° » - 98753 v ` 86196 136° 41° 40 


3 = 13040" 10° »'98752  »v:86196 136°41/41"°5 
s = 279 20' 20“ : 3. 


Opgave til Løsning. 


a. Givet en Kurve af tredie Orden med en Spids 
S og et Infleksionspunkt J; Skæringspunktet mellem Tan- 
genterne i disse Punkter være O. Tangenten i et vilkaar- 
ligt Punkt A af Kurven skærer paany denne i B, og Vende- 
tangenten i C. Tangenten i B skærer Spidstangenten i D. 
Vis, at Linierne JS, CD og OB gaar gennem samme Punkt. 

b. Hvilken Sætning faar man ved paa den ovennævnte 
at anvende Dualitetsprincipet? 

c. Tangenten TA i et Punkt A af Kurven x°y =a? 
skærer paany denne i et Punkt B. Er Tg Tangenten i B, 
vil Trianglet mellem T4, X- og Y-aksen, være lig Trianglet 
mellem T4, Tg og Y-aksen. (W. Werenskiold). 


med fælles Toppunktstangenter. (V. A. C. Jensen). 


Løsning. Den første Halvakse er for begge Hyperb- 
ler a; den anden Halvakse er henholdsvis b, og hy. 

Til samme Abscisse svarer der da i de to Hyperbler 
Punkter, hvis Afstande fra den første Akse forholde sig 


Samme Forhold gælder for de til samme Abscisse sva- 
rende Punkter paa Asymptoterne. 

Søger man nu først Skæringspunkterne mellem Asymp- 
toterne, saa vil altsaa disse have samme Afstand fra de 
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første Akser som de tilsvarende Skæringspunkter mellem 
Hyperblerne. Det er altsaa tilstrækkeligt at finde Abscissen 
til hvert af disse Skæringspunkter, og denne er Hypotenuse 
1 en retvinklet Trekant, hvor Katheterne er henholdsvis a 
og Abscissen for det tilsvarende Skæringspunkt mellem 
Asymptoterne. V. H. O. Madsen. 


Bøger indlobne til Redaktionen. 
(Udferligere Omtale af en Del af Bøgerne forbeholdes). 


H Starcke: Experimentelle Elektrizitatslehre.*) IV + 422 
Sider. Pris indb. M. 6. (B. G. Teubner 1904). 

Abraham und Föppl: Theorie der Elektrizität. Erster 
Band: Einführung in die Maxwell’ske Theorie der Elektrizi- 
tät. Mit einem einleitendem Abschnitte über das Rechnen mit Vektor- 
gröszen in der Physik. Zweite vollständig umgearbeitede Auflage von 
von Dr. M. Abraham. XVIII + 443 Sider. Pris indb. M. 12. (B. G. 
Teubner 1904). 

M. Abraham: Theorie der Elektrizität, zweiter Band: Elek- 
tromagnetische Theorie der Strahlung. V + 405 Sider. Pris 
indb. M. 10. (B. G. Teubner 1905). 

A. H. Bucherer: Methematische Einführung in die Elek- 
tronentheorie. Pris indb. M. 3.20. (B. G. Teubner 1904). 

R. Gans: Einführung in die Vektoranalysis mit Anwen- 
dung auf die mathematische Physik. VIII +- 98 Sider. Pris indb 
M. 2.80. (B. G. Teubner 1905). 

E. Jahnke: Vorlesungen über die Vektorenrechnung, mit 
Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und mathematische 
Physik. XV + 235 Sider. Pris indb. M. 5.60. (B. G. Teubner 1905). 

A.G. Webster: The dynamics of particles and of rigid, ela- 
stic and fluid bodies. beeing lectures on mathematical physics. 
XI + 588 Sider. Pris indb. Mk. 14. (B. G. Teubner 1904). 

Dr. Aug. Föppel: Vorlesungen über technische Mechanik. 
Dritte Auflage. (B. G. Teubner 1905). 

Erster Band: Einführung in die Mechanik. XVI + 428 Sider. 
103 Figurer i Teksten. Pris indb. Mk. 10. 

Dritter Band: Festigkeitslehre. XVI + 134 Siaer. 83 Figurer 
i Teksten. Pris indb. Mk. 12. 

H. Bruns: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektiv- 
masslehre. VIII + 310 18 Sider. Pris indb. Mk. 8,40. (B. G. Teub- 
ner 1906). 


*) Vil blive anmeldt i Fysisk Tidsskrift. 
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To af Pascals Problemer vedrerende Cycloiden. 
Af Viggo Madsen. 


Pascals Arbejder paa Integralregningens Omraade er 
kun lidt kendte og matematikhistoriske Forfattere som 
Cantor og Zeuthen skænker dem kun en flygtig Omtale. 
Selv Maximillien Marie, som dog ofrer en Del Sider 
paa en nærmere Belysning af »Traité des trilignes«, naar 
ikke ind til det som er Kærnen i P.s Produktion: Opga- 
verne vedrerende Cycloiden. Men hvis man soger at komme 
noget dybere til Bunds i P.s Værker, vil man snart indse, 
at Hovedindholdet i dem vanskeligt lader sig fremstille paa 
den knappe Plads, som en matematikhistorisk Lærebog ` 
kan ofre den enkelte Forfatter, dertil er Fremstillingen alt- 
for egenartet og Sammenhængen mellem de enkelte Afhand- 
linger for fast. Baade Brevet til Carcavy, Traité des trilig- 
nes, Traité des sinus og Traité des arcs de cercle er Fun- 
damenter for Traité génerale de la roulette, hvori alle Op- 
gaverne om Cycloiden er lest under idelige Henvisninger 
til de tidligere Afhandlinger. P. har paa en Tid, hvor 
Integralregningens faste System endnu ikke var dannet, for- 
met sig sine egne Integrationsmethoder, som har sat ham 
i Stand til at lose en Række, for Datiden uhyre vanskelige 
Opgaver vedrørende Overflader og Voluminer frembragte 
ved Cycloidens Omdrejning om Linier parallele med Akse 
eller Grundlinie. 

For at kunne løse disse Opgaver har han først maattet 
skrive en Række Afhandlinger, der sikrede ham de Ele- 
menter af Integralregningen, som han fik Brug for. Disse 
Arbejder er meget tunge at læse og Tilegnelsen af dem 
vanskeliggøres yderligere derved, at P. paa mange Punkter 
nøjes med at skitsere den Vej, der fører til Opgavens Løs- 
ning og derpaa slutter af med en flot Bemærkning om, at 
man let kan lægge Regningerne ind under den skitserede 
Fremgangsmaade og derved finde matematiske Udtryk for 
de Voluminer, Overflader o. s. v., som der er Tale om. 


Nyt Tidsskrift for Mat. B XVII. 4 
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Det var i Juni og Oktober Maaned 1658 at P. stillede 
sine berømte Prisopgaver vedrørende Cycloiden til alle da- 
levende Matematikere *) uden at der dog indkom en Løs- 
ning, som ansaas for værdig til Prisen. Efter dette kum- 
merlige Resultat offentliggjorde P. sine Losninger. Opga- 
vernes Indhold var felgende: 

Lad YBA være en Cycloidehalvdel idet BY er Aksen 
og BA er Grundlinien. Over BY som Diameter er en Frem- 
bringercirkel tegnet og Linien RSM er en vilkaarlig Linie 
L Aksen. Man skal nu finde. 


Y 


B 

1. Areal og Tyngdepunkt for den krumliniede Trekant 
RMY. | 

2. Volumen for de to Legemer, der dannes naar 
Z\URMY drejes 180° om YM eller om RM samt deres Tyng- 
depunkter og 

3. Arealerne af disse to Legemers krumme Overflader 
og Overfladernes Tyngdepunkter. 


P. gaar ud fra folgende Ligning, som gælder for ethvert 
af Cycloidens Punkter 
RM = — YS + SM 
eller med andre Betegnelser 
X =s +X. 
Han deler nu Liniestykket MY i et vilkaarligt Antal 
ligestore Stykker A y og trækker gennem Delingspunkterne 


*) Pascal V, S. 385. 


oe.) sc 


Linier L MY. Disse skærer Buerne YR og YS i Punkter 
P og Q, hvis Afstande fra MY kaldes henholdsvis X og x. *) 
Man har nu 


Areal RMY = 3X /Ay—E(s+x)Ay = AR \y + 2x/y, 


hvor /\y tænkes mindre end enhver positiv Storrelse og 
hvor % udtrækkes over hele det betragtede Areal. 

Paa samme Maade har Omdrejningslegemet om YM et 
Volumen 


= TEX ANy = wXs+x)? ./\y= x. Zs? Ny +27 2Èsx/\y 
Levy, 
Man ser saaledes, at P. maa udregne folgende Integra- 


ler EXAy Z2s/\y 2x’Ay ZsxAy og 4s*/\y naar han vil 
finde det angivne Areal og Volumen. 


De andre Opgaver under 1) og 2) afhænger af lignende 
Integraler, og det er Beregningen af disse som er gennem- 
fort i Traité des sinus og Traité des arcs de cercle, medens 
Pascal i Traité des trilignes viser, at hvis — RY er vilkaar- 
lig, saa vil ARMY’s Areal og Tyngdepunkt samt Volumen 
og Tyngdepunkt for de Legemer, som fremkomme, naar 
Trekanten drejer sig 180° om YM eller om RM, afhænge 
af Integralerne 


axAy 2x"Ay Ay 2xyAy 2x*yAy 2xy*Ay 
hvor x og y er Afstanden fra et vilkaarligt Punkt P til 
YM og RM. 

Opgaverne under 3) afhænge af andre Integraler, som 
jeg dog ikke her skal komme ind paa. 


Grundlaget for alle P.s Integrationer er den delvise 
Integration, hvis forste Opfinder han er. Hans Fremgangs- 
maade er folgende: Linierne OB og OA er L hinanden og 


**) Ethvert Punkt Q faar saaledes tre Koordinater — QY = s. Afstan- 
den fra MY = x. Afstanden fra MS = y. 
4* 


O 


begrænser sammen med det vilkaarlige Kurvestykke AB en 
Trekant. OB er delt i et vilkaarligt Antal ligestore Stykker 
Ay ved Punkterne OM,M:...B, der er Projektioner af 
Kurvepunkterne AY,Y:...B. Paa samme Maade er OA 
delt i ligestore Stykker /\x ved Punkterne AL, L,...B, der 
er Projektioner af Kurvepunkierne AX,X....B. 

En vilkaarlig af Linierne YM kaldes y. 

» » » > XL > x. 

Man ser nu let at 2y\\x=2x/\y”) naar Ax og Ay 
vælges <. Summerne er da begge lig /\OAB’s Areal og 
felgelig ligestore. 

P. lægger nu et Plan L Bogens Plan gennem OB, og 
i denne Plan tegnes Parablen x=p.y"-',**) hvor OB er 
Toppunktstangent i O og hvor Aksens positive Retning 
f. Eks. gaar frem mod Beskueren. Gennem B tegnes en 
Linie > Parablens Akse, skærende Parablen i B‘. Vi be- 
tragte nu det Volumen, der er fælles for to retstaaende Cy- 
lindre, den ene med Grundfladen OAB, den anden med 
Grundflade OBB‘. 

Ved Planer LOA gennem alle Punkterne L deles dette 
Volumen i Skiver, hvis Grundflader er et Parabelareal, der 


") Man skal summere alle Linielængderne x og alle Linielængder y. 
**) Arealet af den retvinklede Z\OM,Z, er (det OM, sættes = y} 


1 
= 5 Py": Linien M,Z, = pyu-1. 


er = 1 p. y”. Skivens Vol. er derfor 1 py"A\x, og det be- 


tragtede Volumen = = 2py"/\x. 


: Planer L OB gennem alle Punkterne M deler Volumen 
i Skiver, der er = px. y”-!\\y. 
Vi har derfor 
. 25" Ax = n&y"!N\y.*) (1) 
AX og Ay holdes begge to konstante og for Resten lige- 
store, saa de udgaa af Ligningerne. Det første 3 udtrækkes 
over alle Punkterne AX,X,...B; det andet over alle Punk- 
terne AY, Ys...B. 


P. deler derpaa Kurven i et vilkaarligt Antal ligestore 
Stykker /\s ved Punkterne AS,S,...B. Naar deres Ordi- 
nater kaldes y lykkes det P. at bevise, at 

2s"/\y = ndy.s"—'/\s, | 
hvor det første 3 udstrækkes over alle Punkter AY,Y:...B, 
det andet over Punkterne AS,S,...B. s angiver hvert af 
de sidste Punkters Afstand fra B maalt paa Buen AB. 

Beviset fores ved en Hjælpekurve A,B, hvis Punkter 
U alle har den Egenskab, at deres Afstande fra OB = den 
Buelængde s, som afskeres paa Kurven AB af en Linie 
gennem U-<OA (s regnes ud fra B). Da man for Kurven 
A,B har (1) gældende vil man for _ AB have 


Zeng = n2ys"—'/\s. ++) 


*) Traité des trilignes, § 1—4. 
**) Traité des trilignes, § 6—8. 


ern 


Blandt de andre Sætninger, som P. beviser og som sva- 
rer til vor delvise Integration, skal jeg, for det folgendes 
Skyld, anfore folgende: 

Gennem Punkterne AS,S,...B tegnes Linier Æ AO, 
skærende OB i OR,R:...B og — BA, i A,U,U,...B. Pros 
jektionen af det sidste Sæt Punkter paa OA, kaldes A,E,E, 
... 0. Nu er 

Ns = S:S: = SB — S;B = RU, — R,U2 = BE, 

Dersom man nu drejer /\OA,B om OB til den er L 
Bogens Plan, kan man betragte det Volumen, som er fælles 
for to retstaaende Cylindre med henholdsvis OAB og OA,B 
til Grundflade. Snit L OB gennem Punkterne M deler 
dette Volumen i Skiver, hvis Volumen == sx/\y. Snit LOA, 
gennem Punkterne E deler Legemet i Skiver, af hvilke een 
har Vol = Areal AS,R,O./\s. Man har altsaa 


2sx/Ay = (AS;R,O + AS.R,O +... ABO) As. 


Jeg skal nu vise, hvorledes P loser to af Opgaverne 
om Cycloiden, idet jeg har gennemfort Regningen overalt, 
hvor P. kun har skitseret Fremgangsmaaden. 


1. Arealet af ARYM.**) 
T = 2X/Ny = 2(s + x) Ay = 2s/\y + Zx/\y 
= 2s/\y + Arealet af den krumlinede /\SYM 


s Yr 


*) Traité des trilignes, $ 12. 

**) Cirkelbuen SY er delt ved Punkterne SS,S,...Y i et vilk. Antal 
ligestore Dele As. Delingspunkternes Afstande fra SM kaldes y 
og fra OX:Y; OX I OY. 
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== Sy/\s (if. delvis Integration) + 4 rs, + 1 ab, 
hvor OM =a MS =b og _ SY = So, 
Men Zy/\s = Z{Y — a) As = ZY As — 2a/\s = br — aso *) 
eller | 
T = br — as, + 4 rs) — 3 ab = 
b(t + $ a) + so (fr — a) 
et Resultat, der stemmer med, hvad vi vilde faa ved Inte- 
gralregning. 


Vi mangler her kun at be- 
vise, at SYNAS = rb. Dette vises 
i Traité des sinus $ 1 og $ 2. 
Lad Cirklen OSY være tegnet en 
Gang til. Et vilkaarligt af Ele- 
menterne /\s projiceres paa OX, 
og Projektionen kaldes /\x. Ved 
ligedannede Trekanter faar man 
nu (se Figuren) 

AT AS 9: YA sær As. 
ZY NS = 2r/\x. 

Udstrækkes Summationen til 
alle — SY’s Ordinater, faar man 
ZY/\s/\r.b. Havde man i Stedet fældet de Vinkelrette 
fra Punkterne S ned paa OY vilde man paa samme 
Maade have faaet 


2x/\s=r.YM=r(r + a) (2) 


2. Volumen af det Legeme, der dannes ARYM 
drejes 360° om Aksen. 

V = Zn (x-+s)*Ay = 72xt/\y + 27 2xs/\y + x 2si/\y. 

Udregningen af disse tre Integraler er givet i det fol- 
gende: 


*) Beviset findes nedenfor. 


= 7 == 


1) wZx*/\y = Volumen af det Kugleafsnit, som frem- 
bringes, naar /\ SYM drejer sig om YM. 
Det er = 7 (r — af (r — I (r all = 
3 m (r — a} (2r + a) 
Man skal derpaa beregne: 
2) Zs?//y = 22sy/As (if. delvis Integration) = 
22S(Y —a)/\s = 2 Fs Y As — as? = 
2 So br + 2r°a — 2r? — as}. 
Man har her blot at bevise, at 
2 sSY/\s = så br + ra — r’. 
P. henviser her til Prop. VII 
i Traité des sinus uden at be- 
mærke, at han der har beregnet 
Z(so — s) Y A\s og ikke SsY/\s. 
Da disse to Integraler imidlertid 
tilsammen er =s,ZY/Ss = sır.b *) 
lader det sidste Integral sig let 
finde. 
2(so — s)Y¥/\s == (Y,/\s + Y:.2/\s 
+Y; . 3As + ...Ya.nAs)As = 
Ya + Ye + Ys... Ya 
+ Ys + Ys... Yn | (A s} = 
+ Y3... Yn 


BYAs + 3¥As+... 


= (OL, . r + OL: . r + OL;.r+...)/\s = r2x/\s 
idet OL, er Abscisse til Punktet S,. If. (2) er dette = r? (r—a). 
Man har nu idet 
ZSY/\s + E (so — s8) Y As = sor b 


2SY/\s = sorb + ra — r’. Få 
og altsaa 2s*/\y = 2sorb + 2r’a — 2r? q. e. d. 
3. ZxoNy- 


Forend jeg gaar over til den egentlige Beregning af 
dette Udtryk vil jeg beregne to Integraler. SE eee 


*) Se Proprietés des sommes simples triangulaires et pyramidales. 


du BT 


a)*) Lad OXY vere en Cirkelkvadrant og S et vilk. 
Punkt i Buen. — SY deles i n ligestore Dele /\s ved Punk- 
terne SS,S,...Y; MM,M:...Y er Punkternes Projektioner 
paa OY. 


Vi vil beregne 
ZUNs = (Udsn. SOS, + Udsn. SOS, + .. SOY) As = 
(ir/As+ir.2s/A\+... 4rn/\s) As = ir(1+2+ ...n)(As} = 
tra (n + 1) (As =i rs? idet — SY = so. 


b) 


Ms 


T As (AS1OM:+/\S:0M:+/\SsOM: ...) AS 

= $ (y: + Xaye + Xsys---.) AS 
idet Punktet S, har Koord. x, og yp. 

Jeg vil skrive denne Sum + Zxy As. 

Man deler nu MY i ligestore Dele /\y ved Punkterne 
MLiL,...Y, og i Midtp. af hver ^y tænker man sig an- 
bragt Vægten x/\s eller, hvad der er det samme, Vægten 
r/\y. Linien MY bliver derved jævnt belastet og faar fol- 
gelig sit Tyngdepunkt beliggende i Midtpunktet. 


*) Beviset er fort omtrent som i Prop. 3 Traité des arcs. 
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Man har nu 


Sy As Ti Bue LH AY ÈS (ra) 


Y 
a: ETAs = ji r(r? — a?) = 1 rb’. 
8 


Y 
Det bliver nu muligt at finde 2xs/\y. If. P.s Lære om 
M 


delvis Integration vil dette vzre 
= (SS.M.M + SSMM +... SYM) As 
Men nu er: 
(SS,M,M = SOS, + S,OM, -- SOM 
(SS;M;M = SOS, + SM, + SOM 


Addition giver 
Brachen ZUAs ER STAR + n SOM. As 
= } rs? + } rb? — 3 ab so. 
Det sogte Volumen er dermed beregnet. Det er 
= 7 (Zx?/Ny + 23sx/\y + Es?/\y) = 
1 m (r — aj (2r + a) + x (4 r s} + 1 rb? — abs) + 
x (2s,br + 2r?a — 2r? — as?) = 
ax (2 r° — ria + 1 a? + } rs? + 4 rb? — abs, + 2sobr + 
+ 2r’a — 2r' — as?) 

Vol = % [så (4 r—a)-+ so(2br—ab)-+ r'a — 1 rb? — 1} r+ tan, 
et Udtryk, der stemmer fuldkommen med det Udtryk vi 
vilde faa ved Integralregning. 


Lidt om det grafiske Korrespondanceprincip. 
A. K. Erlang. 

Dr. C. Juel har i sin »Indledning i Læren om de gra- 
fiske Kurver« opstillet og bevist folgende Princip: »Hvis 
der paa en ret Linie findes en kontinuert Afhængighed mel- 
lem Punkter X og Y, saa at til hvert Punkt X svarer p 


E Ge 


forskellige Punkter Y, og til hvert Punkt Y svarer q for- 
skellige Punkter X, og hvis de to Omlobsretninger er mod- 
satte, vil der findes p + q Fællespunktere. Beviset herfor 
kan man give folgende Form. Paa den rette Linie, som 
ogsaa kan erstaites af en Cirkel, folger man Bevægelsen af 
A og Y ud fra et Par sammenhørende Stillinger, indtil hver 
af dem samtidig er kommet til sin Udgangsstilling. Forste 
Gang dette indtræffer, vil X være gaaet p, Omgange, Y qu 
Omgange, og man kan ikke have p, > p eller qı > q; deri- 
mod kan man have D = D og qv = q, og det er da klart, 
at der har fundet p + q Sammenfald Sted; eller pı < p og 
qi<q hvilket betyder, at Korrespondancen deler sig i to, den 
ene med Tallene p, og q, i Stedet for p og g, den anden med 
Tallene p— pı og q — qı; efter fornøden Deling finder man 
da for det første pı + qı Sammenfald, o. s. v., ialt p-+q 

Man faar iovrigt paa lignende Maade en Udvidelse af 
Sætningen til det Tilfælde, hvor Omlgbsretningerne er ens- 
artede; man maa her tælle de Gange, X passerer Y, og de 
Gange, Y passerer X; de to Tals Differens bliver p — q. 

Et andet Bevis kan faas ved at maale Buelængden paa 
den nævnte Cirkel fra et eller andet fast Punkt i en bestemt 
Omlgbsretning til Punkterne X og Y; de fundne Længder 
bruges til Koordinater for Punkter i et retvinklet Koordi- 
natsystem. Herved bliver det Kvadrat, hvis Punkter har 
rositive Koordinater mindre end Cirkelperiferiens Længde, 
gennemtrukket med Kurvestykker, der begynder eller ender 
i p+q+p-+q Punkter (med parvis samme Abscisse eller 
Ordinat) paa Kvadratets fire Sider. Kurvestykkernes Antal 
bliver da p+ q, og man faar overalt faldende Ordinat for 
voksende Abscisse (idet vi holder os til den oprindelige 
Forudsætning om Omlgbsretningerne). Altsaa maa Linien 
med Ligningen x == y skære i p-+ q Punkter, hvilket giver 
Sætningen. 

Et Par Anvendelser: Naar to Korrespondancer paa 
samme Linie er af modsat Art i Henseende til Omlgbsret- 
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ning, og deres tilhørende Tal er p,, qı og pz, gz, vil Antallet af 
fælles Punktpar vere p.qe+p.q:. — Har man en Korrespon- 
dance af tre Sæt Punkter, X, Y, Z, med Tallene r, s, t, 
(saa at der til et vilkaarligt Punktpar X, Y svarer t Punk- 
ter Z, o. s. v.) vil Sammenfald af X, Y, Z finde Sted r+s 
+ t Gange, naar ikke alle tre Omlobsretninger er ens. — An- 
tallet af Steder, hvor de to Visere paa et Ur dekker hin- 
anden, er 12 —1= 11; Antallet af Stillinger, som angiver 
et Klokkeslet, selv om Viserne ombyttes, er 12? — 1 = 143. 


Litteraturanmeldelser. 


Anmeldelse angaaende lagttagelsesizere. 
(Af T. N. Thiele). 


Flere nye Boger og Afhandlinger bringe betydningsfulde 
Bidrag i den Retning, som her hjemme vil kendes fra mine 
Bøger om Iagttagelseslære. Professor Bruns i Leipzig har 
udgivet en Samling Forelæsninger under Titel: Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und Kollektivmasslehre. Leipzig und Ber- 
lin, Teubner 1906. Og i 4 Meddelelser fra Lunds Obser- 
vatorium har Professor Charlier i 1905—06 behandlet Fejl- 
love, vilkaarlige Funktioners Fremstillinger og biologiske 
Anvendelser af Sandsynlighedsregningen. Her er ikke Tale 
om noget gennemfort System; men bag Bruns’s Udstykning 
1 24 Forelæsninger kan man dog se Konturerne af et Sy- 
stem, som meget vil ligne det, der ligger til Grund for mine 
lagttagelsesleerer. 

Navnlig Hovedsagen Sondringen mellem faktisk og præ- 
sumptiv Fordeling træder tydeligt frem hos B., der sondrer 
mellem relativ Hyppighed og Sandsynlighed, og — i 15. 
Forelæsning — hvor Talen er om sammensatte Fordelinger 
fremhæver Forskellen mellem Ist- og Soll-Werte, og angiver 
den Usikkerhed, der fremkommer ved Overgangen fra de 
faktiske til de præsumptive Bestemmelser. Overfor Baye’s 
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Princip om Hypothesens Sandsynlighed forholder B. sig 
vel skeptisk, men anvender en betydelig Del af sin Bog 
paa Kritiken desangaaende. 

Paa det andet Hovedpunkt, symmetriske Funktioners 
Vigtighed som Udtryk for Fordelingsmaaden er Tilnærmel- 
sen til mig ikke saa fuldstendig. Hverken hos B. eller C. 
har den Tanke faaet Indpas, at man kan fremstille en For- 
deling paa anden og simplere Maade end ved en Forde- 
lingsfunktion. Men at Konstanterne i denne maa blive 
symmetriske Funktioner af Gentagelses-Værdierne ved de 
selvfolgelig, og lige saa, at særligt Potenssummerne maa 
bruges til Konstanternes Beregning. Og i de praktiske An- 
vendelser raader disse symmetriske Funktioner ogsaa kraf- 
tigt nok. Mine »Halv-Invarianter« forbigaar de, saa fra deres 
Side faar jeg ikke noget Forslag til et bedre Navn for disse 
sym. Funktioner. 

Som almindelig Funktionsform for Fordelinger fore- 
trekker begge Forf. den allerede i Dr. Grams Disputats og 
i min alm. Rom omtalte Form: 


CH k: ki 


g(x) = kr — DES DE äv DEL DE (1) 


hvor 
Saga (2) 

Charlier omtaler foruden denne Rekke ogsaa de almin- 
deligere, hvor & er bestemt paa anden Maade end ifølge (2). 
Og til Fremstilling af ækvidistante Gentagelsers Fordeling 
foretrækker han ligesom Gram og jeg analoge Rekker med 
Differenser i Stedet for Differentialkvotienter. I Hovedtil- 
fældet er B. og C. enige om at bestemme Parametrene m 
og n i (2) saaledes, at k, — 0 og k. =0. Det er det nem- 
meste, men det er farligt, naar man vil bruge (1) som 
Universalmiddel. 

Ud fra den indgroede Foreslilling om Sandsynligheds- 
Regningen som et rent mathematisk Emne har begge For- 
fatterne gjort sig stor Umage for at bevise Konvergensen 
og Almengyldigheden af Rækken (1). Hovedsagen er imid- 
lertid, at man i al Praxis ved Anvendelse af et lille Antal 
Led, er sterkt udsat for at mede negative Hyppigheder 
endogsaa for nogle af de iagttagne Gentagelsesværdier. Ved 
smidig Anvendelse af Parametrene i (2) kan man ofte af- 
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veerge slige Misligheder; men dels taber derved Konstanterne 
ks, k, og ks deres faste Betydning og deres Identitet med 
Halv-Invarianterne, som alene har gjort det muligt for For- 
fatterne at skyde disse sidste symmetriske Funktioner til 
Side. Dels hjælper heller ikke denne Brug af Parametrene 
i alle Tilfælde. Man kan overhovedet ikke sikre sig mod 
negative Hyppigheder ved nogen Række der gaar frem efter 
Differentialkvotienter eller Differenser af en Funktion & (x). 
Men skal man i de — forholdsvis faa — Tilfælde, hvor en 
Fordelingsfunktion er virkelig nødvendig hjælpe sig efter 
Omstændighederne ved Valg mellem talrige Former, da vin- 
der de symmetriske Funktioner Forrangen og blandt dem 
Halv-Invarianterne. 

Med k-Koefficienterne i Halv-Invarianternes Sted lykkes 
det for B. kun delvis at behandle Fordelingslovene for 
Funktioner af gentagne Iagttagelser. End ikke de lineære 
Funktioner behandies helt. Foran Spørgsmaalet om frie 
Funktioner standser han, og om mindste Kvadraters Me- 
thode erklerer han, at den horer til Interpolationsregningen. 
Dette er visselig en Fejl. Interpolationsregningen er vel 
praktisk Mathematik, men kan og ber endnu behandles 
exakt, og holdes fri af Udjævningens uexakte Analyse. Og 
det overskydende Antal Iagttagelser i en Udjævning er vel 
ikke en Kollektivgenstand fordi de væsentlige Omstændig- 
heder ikke er konstante. Men denne Forskel motiverer 
ikke Udjzvningens Overførelse til en anden Videnskabsgren. 
Hertil kommer, at en Udjævnings Vægte maa bestemmes 
ved presumptiv Fejllov. 

B. benytter Forelæsningsformens Frihed til at indflette 
mange og gode Bemærkninger. Hans Fremstilling besværes 
ved flere Særegenheder, deriblandt en stærk Brug af For- 
kortelser som r. H. for relativ Hastighed og stærk Hensyn- 
tagen til Typografernes Bekvemmelighed. Men navnlig som 
Mellemled mellem gammelt og nyt vil hans Bog kunne 
vere meget nyttig og historisk oplysende. 


® * 
* 


F. Maly: Grundrisz der Mediations-Rechnung. (169 S. 
+ 2 Tabeller). Graz 1904. 

Efter Forf. egne Ord er Mediations Regning noget gan- 
ske nyt, tjenende til at forbedre og udvide »de mindste 
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Kvadraters Methode: Navnet skyldes det af Forf. brugte 
Udtryk »Mediationsfehler« eller »Mediation«, der efter hans 
Definition er identisk med det, man her til Lands alminde- 
lig kalder »Middelfejl«; Forf. bruger dog ogsaa Begrebet 
»mitlere Fehler«, men der synes at herske en Del Forvir- 
ring angaaende disse to Begreber, ligesom han ogsaa gør 
sig skyldig i en aldeles utilladelig ja rent ud skandaløs 
Misbrug af Ordene »Sandsynlighede og »sandsynlige, saa 
at den Forvirring, der allerede tidligere har hersket paa 
dette Punkt, her hår antaget en ligefrem skrækindgydende 
Skikkelse. 

Fremstillingen er helt igennem baseret paa Sandsynlig- 
hedsregning, der dog stiltiende forudsættes bekendt; herud- 
fra og fra to Hypotheser udledes i første Del af Bogen en 
Del ret bekendte Ting alt efter det gammel kendte tyske 
Mønster, saa at denne Del egentlig intet frembyder af Inter- 
esse. Hvad anden Del angaar, er det Forfatterens Stolthed 
her at have fundet en »Sti, der fører ind til et stort viden- 
skabeligt Land«, og Bogen er udelukkende fremkommet 
for dette Afsnits Skyld, et Afsnit, der tidligere to Gange er 
nægtet Optagelse i et Par Tidsskrifter, hvorfor Forf. nu ad 
denne Vej søger at skaffe sine Ideer den Udbredelse, de 
fortjener. Han udvikler en Methode til at bestemme Ele- 
menterne«, naar Betingelsesligninger har en hvilkensomheist 
Form og Talkoefficienterne efter Behag kan være belastede 
med Fejl eller ej. Der opstilles her Normalligninger af 
samme Form som de sædvanlige, dog savner de desværre 
den symmetriske Form, ligesom Koefficienterne ikke er 
rent numeriske, men Funktioner af de ubekendte Elemen- 
ter, hvorfor Ligninger maa løses ved successive Tilnærmel- 
ser, hvilket synes at være meget besværligt; i alle Tilfælde 
slipper man lettere igennem Bogens numeriske Exempler 
ved at finde foreløbige Værdier for de ubekendte og gennem 
Normalpladsdannelse nærme sig Sandheden, saa disse Exp. 
viser intet om Metodens af Forf. selv lovpriste Fortræffelig- 
hed. Det synes som om Forf. har paataget sig en Opgave, 
der langt overstiger hans Kræfter, og Bogens eneste Betyd- 
ning skulde da være at opmuntre andre andre til at tage 
fat paa disse vanskelige Problemer. Endnu en daarlig Egen- 
skab maa nævnes idet der ikke findes en eneste Henvis- 
ning i hele Bogen; Forf. undskylder sig med, at han ikke 
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har haft Lejlighed til at studere den samlede Litteratur 
angaaende »Udjevning«. Efter ovenstaaende vil man for- 
staa, at Bogen ikke kan anbefales. (N. Jorgensen). 


ke + 
ge 


M. Abraham: Theorie der Electricitåt. Erster 
Band: Einfåhrung in die Maxwellsche Theorie der Electri- 
eität von Dr. A. Föppl. Zweite vollständig umgearbeitete 
Auflage, herausgegeben von Dr. M. Abraham. Leipzig 1904. 
(XVIII og 443 S). Zweiter Band: Electromagnetische The- 
orie der Strahlung von Dr. M. Abraham. Leipzig 1905. 
(X og 404 S). 

A. H. Bucherer: Mathematische Einföhrung in 
die Electronentheorie. Leipzig 1904. (148 S.) 

I det sidste Tiaar har Elektricitetslæren udviklet sig i 
en ny Retning, den er bleven til en Elektronteori. Gieses 
Undersøgelser over Elektricitetsledningen i Flammen og 
Hittorfs Opdagelse af de elektriske Straalefænomener gjorde 
det sandsynligt, at Luftarterne lede Elektriciteten paa samme 
Maade som Elektrolyterne, altsaa ved Hjælp af de saakaldte 
Joner, hvorved man jo forstaar smaa Massedele med en 
forholdsvis stor elektrisk Ladning. Professor H. A. Lorentz 
i Leiden er vel den mest fremragende Repræsentant for 
denne Anskuelse, som først tiltvang sig større Opmærksom- 
hed efter at Zeeman havde opdaget Magnetismens Evne til 
at spalte Spektrallinierne i flere Komposanter, og efter at 
man i de radioaktive Stoffer havde fundet en ny Kilde til 
elektriske Straaler. Den fuldstændigste og vel ogsaa den 
klareste Fremstilling af Elektronteorien skyldes H. A. Lo- 
rentz, den findes i anden Afdeling af femte Bind af Ency- 
clopædie der Mathematik. Af de to ovennævnte Værker er 
Abrahams sikkert det betydeligste; Forfatteren er vel be- 
kjendt for sine udmærkede originale Arbejder paa dette 
Omraade. Som Titelen viser er første Del en Bearbejdelse 
af et ældre Værk, den giver en Fremstilling af Elektricitets- 
læren efter de af Maxwell og Hertz angivne Principper. 
Anden Del derimod er ny og indeholder ikke alene de af 
Forfatteren selv fundne Resultater, men giver en ret fuld- 
stændig Oversigt over hele Elektronteorien, deri indbefattet 
dens Anvendelse paa faste Legemer, altsaa Teorien for 
Farveadspredelse, paa magnetiske Fænomener og lignende. 


Bucherers Bog er langt mindre i Omfang, den maa 
nærmest betragtes som en Indledning til Studiet af Elek- 
tronteorien og er meget vel anvendelig til dette Formaal 
selv om det synes mig, at der paa sine Steder findes nogen 
Uklarhed og Usikkerhed. Af Hensyn til dens mulige Læsere 
vil jeg gore opmærksom paa, at der i Physical Review 
T. XXII S. 52—60 1906 findes en meget udforlig Anmel- 
delse af den, som skyldes en af Elektronteoriens betydelig- 
ste Dyrkere, Gearle; Anmeldelsen er vel i det hele meget 
anerkjendende, men den fremdrager dog en Del svage Punk- 
ter og positive Fejl. | 

Begge Forfattere benytte Vektorregningen, som jo har 
store Fortrin, naar det gjælder om at udtrykke og bevise 
almengyldige Sætninger; Abraham benytter den i den af 
H. A. Lorentz angivne Form, medens Bucherer slutter sig 
til den engelske Fremstillingsmaade. Det maa fremhæves 
som en Fordel ved Abrahams Værk, at der i dets første 
Del findes en ret udforlig Fremstilling af Vektorregningen 
selv og af dens Anvendelse paa Mekaniken. Læsere af Bu- 
cherers Bog, som ikke ere fortrolige med Vektorregningen, 
henvises til Bucherers Elemente der Vektoranalysis, Mit Bei- 
spielen aus der theoretischen Physik (VI og 91 S.) 1903. 

(C. Christiansen). 
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Theorie der ebenen algebraischen Kurven hö- 
herer Ordnung von Dr. H. Wieleitner (Göschen, Leip- 
zig 1905). (Pris Mk. 10) 

Ovennævnte Indledning i de algebraiske Kurvers Teori 
er holdt i en elementær Form og forudsætter foruden de 
sædvanlige analytisk-geometriske Begyndelsesgrunde kun 
noget af den saakaldte nyere Algebra. Da det sidste ikke 
spiller nogen stor Rolle for Fremstillingen, antager jeg 
Bogen vilde have vunden ved udelukkende at støtte sig til 
den elementære Algebra. Den er i det hele skrevet letlæse- 
lig og forsynet med mange gode og gennemførte Eksempler. 
Tilføjelse af flere egentlige (f. Eks. halvløste) Opgaver kunde 
have været ønskelig. Fremhæves maa de mange virkelig 
konstruerede Figurer svarende til, at der er lagt ikke ringe 
Vægt paa Bestemmelsen af Kurvers Udseende, noget som 


endnu selv i større Værker forsømmes. 
Nyt Tidsskrift for Mat. B XVII. 5 
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Efter et indledende Afsnit udvikles i Kap. II Begyndel- 
sesgrundene i Polarteorien og de to ferste Pläckerske Form- 
ler; desuden findes her Overgangen mellem Punkt- og Linie- 
koordinater samt Læren om Envelopper. I Overensstem- 
melse med en Bemærkning af Czuber findes Ligningen for 
en Enveloppe ved at skrive Systemkurvernes Ligninger paa 
Formen x—œ(u,À), y=w(u,A) og dernæst eliminere u 
og À af disse og deres Funktionaldeterminant I Afsnittene 
III og IV indfores Hesse’s og Steiners Kurver, og de to sid- 
ste Plückerske Ligninger bevises. Det er forstaaeligt, at 
Forf., som i alle ældre Fremstillinger, stiller Polarteorien i 
Spidsen; i Virkeligheden er det dog tvivisomt, om det er 
rigtigt at fastholde dette. Denne Udledning af de funda- 
mentale Plückerske Formler forer jo kun til et paalideligt 
Resultat, naar en Bestemmelse af sammenfaldende Skærings- 
punkters Multiplicitet er gaaet i Forvejen, og her findes 
dette først langt senere. Benyttelse af Korrespondance- 
principet er sikkert baade simplere og bedre: dette Princip 
benyttes naturligvis flere Steder i vor Bog, men faar dog 
i det Hele ikke den Plads, det fortjener. I Kap. 5 fremsættes 
Slægtssætningen med det Zeuthen-Bertiniske Bevis og de ratio- 
nale Kurver indføres. Beviset for, at hver saadan har den 
bekendte Parameterfremstilling er dog svagt. De næste 
udførlige Afsnit om Asymptoter, højere Singulariteter og 
Skæringspunkters Multiplicitet og i det hele alt vedrerende 
Kurvers Figur hører til det bedste i Bogen. Der er forud- 
sat fra Funktionsleren, hvad der maa forudsættes, og Frem- 
stillingen er udmærket afpasset for Begyndere. Behandlings- 
maaden i det næste Afsnit af éntydige Transformationer i 
Planen indeholder gode Eksempler, men er altfor spredt. 
Tilmed er den — ogsaa efter Forf.s Mening — ufuldsten- 
digt beviste Hovedsetning efter nyere Undersøgelser af Segre 
ikke til at opretholde i sin Almindelighed. Det følgende 
Afsnit om det Brill-Nôtherske Korrespondanceprincip har 
naturligvis været vanskelig at skrive paa en clementer 
Maade; det er da heller ikke lykkedes Fort Dette staar i For- 
bindelse med, at man her er paa et Punkt, hvor i hvert 
Fald for Ojeblikket de transcendente Metoder, paa Grund 
af de singulzre Korrespondancer, spiller en Rolle, og disse 
principielt er udelukkede fra Bogen. Derimod er det næste 
Afsnit om Skæringspunktssætninger og Restsætningen ved 
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en ganske vist stærk Begrænsning og ved Benyttelse af den 
(ubeviste) Brill-Nötherske Fundamentalsætning fri for de 
Fejl, man ellers ofte kan se. De sidste større Afsnit i Bogen 
handler om Kurver af 3die og 4de Orden; de medtager 
mange interessante Ting, og i Tilslutning til Zeuthens Sæt- 
ning om Dobbelttangenter til en C‘ gives et skizzeret Bevis 
for Kleins Relation mellem reelle Singulariteter. Det sidste 
lille Afsnit om Kurvesystemer har mere Karakter af et Til- 
læg. 

Man ser, at Forf. trods en ret bred Fremstillingsform 
og en ret kort Plads, har naaet at give en Indledning i 
alle de vigtigste af de algebraiske Synspunkter, der har 
spillet en Rolle ved Udviklingen af de algebraiske Kurvers 
Teori. De spredte Indvendinger, Anm. har fundet Anled- 
ning til, forhindrer mig ikke i at anerkende den som en 
for Begyndere særdeles god og lærerig Bog. (C. Juel). 


ok + * 

A. Treatise on the Line Complex by C. M. Jessop 
M. A. (Cambridge at the university press. 1903). 

Af sammenhængende og fuldførte større Lærebøger 
over Liniegeometri forefindes foruden ovennævnte kun den 
Tre-Binds: »Gebilde erster und zweite Ordnung der Linien- 
geometri in synthetischer Behandlung von R. Sturm. 
Denne Bog, der forøvrigt paa flere Punkter giver originale 
Bidrag i hvert Fald til Behandlingsmaaden, er ret tung og 
knap nok skildret til et første Studium. Det er derfor et 
Savn den engelske Forf. afhjælper ved paa en forholdsvis 
lille Plads, ca 360 Sider, at give et omfattende Overblik 
over denne Del af Geometrien. Behandlingsmaaden er over- 
alt analytisk, hvad der dog ikke har forhindret indskudte 
geometriske Betragtninger. Den er i det hele holdt paa 
elementær Form ogsaa ved en maadeholden Brug af den 
nyere Algebras Symbolik. Fremstillingen synes mig over- 
alt god, men Sammentrængningen af det store Stof kræver 
stundom ikke ringe Opmærksomhed hos Læseren. Dens 
Styrke ligger i den overskuelige Maade, hvorpaa det Hele 
er ordnet, noget der allerede viser sig ved dens gode typo- 
grafiske Udstyrelse. 

Indholdet er fordelt i følgende Afsnit; Indledning (der 
paa 14 Sider giver en hel lille Projektivgeometri), I. Koor- 
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dinater (projektive, metriske og Kleins); II Det lineære Kom- 
plex; III Synthese af det lineære Komplex (mere ren geo- 
metrisk); IV Systemer af lineære Komplexer; V Vindskæve 
Flader af 3die og 4de Orden; VI Det kvadratiske Komplex; 
VII Specielle kvadratiske Komplexer; VIII Kosingulære 
Komplexer; IV Polartheorien; X Afbildning af et kvadratisk 
Komplex's Linier paa Rummets Punkter, XI Den alminde- 
lige Ligning af anden Grad i Liniekoordinater (9: Reduktio- 
nen til harmoniske Former); XII Forbindelsen mellem Linie- 
geometri og Kuglens Geometri (9: Lie's bekendte Trans- 
formation); XIII Forbindelsen mellem Liniegeometri og 
Hypergeometri (3: Punktgeometri med 4 Dimensioner); 
XIV Liniekongruenser; XV Kongruenser af 2den Orden 
uden singulære Kurver; XVI Kongruenser af 2den Orden 
og Klasse, XVII Det almindelige Komplex, XVIII Sammen- 
hæng mellem Komplexer og Differentialligninger. 

I Overensstemmelse med Bogens Titel er hele Hoved- 
vegten lagt paa Komplexerne og ikke paa de historisk 
tidligere Kongruenser, hvis Teori optager den storste Plads 
i Sturms ovennævnte Bog; de to Forf. supplerer derved 
delvis hinanden. De nye Betragtningsmaader af Study er 
der ikke taget Hensyn til, men iovrigt har man her en 
næsten fuldstændig Teori for Komplexerne. (C. Juel). 

e | a z 

F. Schilling: Über die Anwendungen der dar- 
stellenden Geometrie insbesondere über Photo- 
grammetrie. Vortrāge gehalten bei Gelegenheit der Ferien- 
kurses fär Oberlehrer der Mathem. u. Physik, Göttingen, 
Ostern 1904. (Mit 151 Fig. und 5 Doppelttafeln). (Leipzig 
u. Berlin, Teubner 1904). 

Denne Bog, der er skreven paa Foranledning af Ferie- 
kursus for Lærere ved de højere Skoler i Preussen, inde- 
holder paa en lille Plads en Mængde af gennemgaaende 
interessante Anvendelser af Deskriptivgeometrien (taget i 
noget udvidet Betydning). Det hele er anlagt paa en noget 
anden Maade end saadant vilde gøres hos os, idet Forf. 
i det Hele kun sjeldent gaar ind paa Enkeltheder. Menin- 
gen er imidlertid — dog med den allerede i Titlen antydede 
Undtagelse — egentlig slet ikke at give nogen virkelig Ind- 
ledning i de Ting, der behandles; Hensigten er kun at 
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vække Interesse for den, og dette synes mig med Held at 
være opnaaet ved en livlig Fremstilling støttet af et meget 
stort Billedstof. For dem, der saa ønsker at sætte sig 
ind i Sagen, er tilføjet velordnede bibliografiske Henvis- 
ninger. Stoffet er fordelt i 14 Afsnit, og der er ogsaa søgt 
Tilknytning til andre Videnskaber end alene de rent eks- 
akte, saaledes omhandles Geodæsi, Krystallografi, Meteorlogi, 
Physiologi og i en ganske særlig og udhævet Grad Kunsten. 
Her er der virkelig peget paa noget, der i en kyndig Lærers 
Haand kan oplive Undervisningen. 

Henimod Halvdelen af Bogen bruges til Photogramme- 
trien. Herved forstaas den Theori, der af flere perspektivi- 
ske Billeder, f. Eks: Photografier, lærer at gaa tilbage til 
vandret og lodret Billede af Genstanden. Mange herhen 
hørende Opgaver er allerede løste 1759 af Lambert i hans 
»Freye Perspective«, men nu først i den senere Tid er 
Sagen optaget baade af Praktikere (f. Eks. Ingeniører ved 
Vejtraceringer) og af Teoretikere, saa at Litteraturen derom 
allerede er bleven stor. For de Sætninger, der opstilles i 
den her omtalte Bog, giver Forf. knap nok noget Steds 
helt fuldførte Beviser, men det Hele er lagt saa godt til- 
rette, at enhver, der har en Smule Kendskab til den deskrip- 
tive Geometri, i hvert Fald ved de første Grupper af Sæt- 
ninger let kan supplere det manglende. Der optræder to 
Arter af Problemer. Ved dem af den første Art forudsættes 
det, at man af Billedet kan se, at visse Længder skal være 
ligestore, visse Vinkler rette og visse Planer vandrette, saa- 
ledes som det i Reglen er Tilfældet ved Billeder af arkitek- 
toniske Genstande. Her er ét Fotografi nok til at rekon- 
struere Genstanden i Rummet. Naturligvis maa én Længde 
enten være bekendt eller vælges vilkaarligt. Véd man deri- 
mod intetsomhelst af den Art om Genstanden som f. Eks. 
ved Fotografier af Bjergtoppe, kan indtil 4 Fotografier (fur- 
uden én Længde) være nodvendig. 

Til Slutning findes et Tillæg, der handler om Nytten 
af at bruge et Projektionsapparat ved (særlig den hojere) 
Undervisning, ogsaa i Matematik. 

Den interesseret skrevne og udmærket udstyrede Bog 
kan sikkert ogsaa her vække Interesse for Ting, hvoraf en 
Del er mindre almindeligt bekendt. (C. Juel). 
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Gustave Robin, Oeuvres scientifiques réunies et 
publiées par Louis Raffy. Theorie nouvelle des 
fonctions exclusivement fondée sur l’idée de nom- 
bre. (Paris, Gauthier-Villars 1903). VI + 215 Sider. 

Den bekendte Forfatter af betydningsfulde Arbejder 
over den matematiske Fysik har ogsaa ved faculté des 
sciences holdt Forelæsninger over Analysen. Disse, der 
ikke tidligere er udgivne, danner nu 1ste Bind af G. Robins 
samlede Skrifter, der udkomer under Statens Auspicier. 
Man maa sikkert sige, at de i høj Grad fortjener Udgivelse 
selv om de efter Sagens Natur ikke kan bringe synderlig 
mange nye Enderesultater, ja selv om Udgangspunktet end 
ikke er meget forskelligt fra det, der er sædvanligt i mo- 
derne eksakte Fremstillinger. Men der findes, saavidt jeg 
ved, intet andet Verk over Funktionsleren, der saa ube- 
tinget konsekvent og med saa stor Klarhed fastholder dette 
Udgangspunkt. Herved kommer det mindre an paa, at 
Forf. noget filosofisk i Bogens Begyndelse vil godtgøre, at 
hele Tal og Broker maa betragtes som lige berettigede (i 
Modsetning til Formalisternes Behandling af Broker); det 
væsentlige er, at Forf, efter at de rationale Tal er fastlagte 
som Grundvold, med sikker Konsekvens alene bygger Sy- 
stemet op paa disse. Begrebet »uendelig lille« i Alminde- 
lighed forekommer ikke, men derimod definerer Forf. en 
suendelig lille Brok« nemlig som en Brok, hvis Teller er 
konstant, medens Nævneren er et vilkaarligt stort Tal. 
B:grebet Grænseværdi er der heller ikke Brug for, selv 
om Ordet ganske vist bruges. Ved en konvergent Rekke 
Up, Uu... forstaas nemlig, kort sagt, en saadan, hvor 
luu+p — Un| < E idet eer en uendelig lille Brok; dette er det 
sædvanlige. Men naar Forf. derefter taler om en Grænse- 
værdi for disse u’er, mener han derved ikke som ellers 
sedvanlig et nyt defineret Begreb, men blot et eller andet 
af selve Tallene u,, hvor Index n er valgt saaledes, at 
lun+p — Hal < £, hvor & er selvvalgt tilstrækkelig lille Brok. 
Naar altsaa Forf. skal vise f. Eks. Konvergensen af Rækken 

1 1 | 
Vid” vit 
medtage saa mange Decimaler i hvert Led, og, at man ' 
kan vælge n saa stor, at [s,,, —s,]<e for en vilkaarlig 


+ ... maa han godtgore, baade at man kan 


A ee 


lille Brok e. Det er nu virkelig interessant at legge Marke 
til, at der herved ikke indføres nogen større Vidtloftiggo- 
relse i Theorien. Dette hænger naturligvis sammen med 
den udmerkede Fremstilling, hvori Udgiveren, L. Raffy, 
sikkert har sin store Del. Han har tilmed delvis selv 
brugt den ved sin egen Undervisning. Folgende Fortegnelse 
vil give et Overblik over de behandlede Emner: 

Indledning; I Konvergente Talfolger og numeriske Ræk- 
ker; II Definition af en Funktion, endelige Funktioner; 
III Funktioner med Middeloscillationen nul og integrable 
Funktioner; IV Inverse Funktioner; Exponentiel og loga- 
ritmisk Funktion; V-VI Derivede Funktioner; Ligelig diffe- 
rentiable Funktioner; VII Rækker af Funktioner; VIII Hele 
Rekker; IX Integraler; Fouriers Rekke; X Funktioner 
med to Variable. 

Denne summariske Opregning giver dog kun et utyde- 
ligt Begreb om Indholdet, der i Virkeligheden paa mange 
Steder — f. Eks. i Integralregningen — er meget indgaaende. 

(C. Juel). 


Danske Eksamensopgaver. 
1. Del af polyteknisk Eksamen 1906. 


Matematik for Fabriksingenigrer. 


1. I en Kugle er indskrevet en Omdrejningscylinder, 
og paa hver af dennes Endeflader er stillet en Omdrejnings- 
kegle, hvis Grundflade falder sammen med en Endeflade i 
Cylindren, og hvis Toppunkt falder 1 Kuglefladen. Hvilken 
Højde maa Cylinderen have, naar Summen af Cylindrens 
og de to Keglers Voluminer skal være saa stor som mulig? 

Kuglens Radius er a. 


2. Den ene Asymptote i en ligesidet Hyperbel er Y-ak- 
sen, den anden er parallel med X-aksen. Kurven skal gaa 
gennem Punkterne: 

(10,9; 0,25522) og (10,1; 0, 27702). 

Find Kurvens Ligning; beregn dernest — uden Brug 
af Tabel — ved Rækkeudvikling det Areal, der begrænses 
af X-aksen, Ordinaterne i de to givne Punkter samt en Bue 
af Hyperblen, med 4 rigtige Decimaler. 


Løsning. 1. Kaldes Cylindrens Højde 2xv faar man 


v= u (a? — x)*(2x + a). a = 0 giver paa positive Konstan- 


ter nær 
a? — ax — 2x? = 0, 


a 
hvoraf x=— Og x=—a. 


Den sidste Rod maa forkastes medens den forste ses 
at svare til et Maksimum 
2. Man faar som Ligning for Kurven 
x (y + 0,02) = 3. 
Dernæst bliver Arealet 


Be 3 10 4 
PEER pee 9 2 EE We 
i |" ( 0,02 )ax ei — 0,016 


— 5 (20% a Zu ...)— 0,016 = 0,1121... 


Boger tilsendte Redaktionen. 


(Udferligere Omtale af en Del af Bøgerne forbeholdes). 


E. Lindelsf: Le calcul des résidues et ses applications à la theorie 
des fonctions. VI + 141 p. (Paris, Gauthier-Villars, 1905). 3 fr. 50 c. 

E. Borel: Lecons sur les fonctions de Variables reelles et les devel- 
loppements en series de polynomes, redigees par M. Frechet, avec 
des notes par P. Painleve et H. Lebesque (VIII + 160 p.) (Paris, 
Gauthier-Villars, 1905). 4 fr. 50 c. 

E. Jouffret: Mélanges de Geometrie à quatre dimensions. (X14223 p. 
avec 49 fig.) (Paris, Gauthier-Villars, 1906). 7 fr. 50 c. 

J. Horn: Gewöhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. 
(Leipzig, Göschensche Buchhandl. 1905 Samml. Schubert L. X + 391 p.) 
(10 Mk. geb.) 

Gomes Teixeira: Tratado de las curvas especiales notables, Me- 
moria premiada por la Real Academie de Ciencias exactas de Madrid, y 
public. por la mesma Academia. (628 p. in quarto. Madrid 1905). 

P. Bachmann: Zahlentheorie, Versuch einer Gesamtdarstellung. 
V Theil. Allgemeine Arithmetik der Zahlenkörper. (B.G. Teub- 
ner, Leipzig 1905). (XXII + 548 p. Pris geb. Mk. 16). 

H. Poincare. Der Wert des Wissenschaft. Übers. von E. 
Weber, mit Anmerk. u. Zusätze von H. Weber (mit einem Bildnis 
des Verf.‘. (B. G. Teubner, Leipzig 1906. 246 S. Pris geb. Mk. 3.60). 
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En almengyldig Rekke til Bestemmelse af 


Rentefoden i en Annuitet. 
Af J. F. Steffensen. 


Ved »Annuitetsligningen« forstaas Ligningen 


as UT, (1) 
hvor 0/ a/ n. Kapitalværdien a og Varigheden n anta- 
ges givne; det gælder da at bestemme Rentefoden i, idet 
vi, naar (1 +i) er positiv, ved (1-+i)— forstaa dette Udtryks 
positive Værdi. 

Ligningen har altid 1 og kun 1 Rod mellem Grændserne 0 
og œ; denne Rod er det, man betegner som »Rentefoden«. 
Lader man nemlig i bevæge sig fra œ til 0, vil højre Side af 
(1) gaa fra O til n og altsaa netop 1 Gang passere Værdien 
a, da Differentialkvotienten let ses at være negativ under 
hele Bevægelsen. 

Vor Opgave bliver altsaa, nærmere bestemt, at udtrykke 
den mellem 0 og æ beliggende Værdi af i som en explicit 
Funktion af n og a, hvilken Opgave vi ville vise kan løses 
ved Hjelp af en uendelig Række. 

Vi ville forst omforme (1) ved Hjælp af de entydige 
Substitutioner 


1 1 — ai 


neni y= a+l' (2) 


Herved elimineres a og i af (1) og Ligningen antager 
den symmetriske Form 
b (1 — bj = y (1 — y) (3) 
som er analog med den Oppermannske Transformation af den 
kontinuerte Annuitetsligning, senere genfunden af M. 
Achard og af denne benyttet til Rækkeudvikling efter lig- 
nende Principer som nedenfor (se Bulletin trimestriel de 
l’Institut des actuaires français, Marts 1904, S. 32). 
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Vi sætte nu 


= bl —b = TR (4) 


hvorved (3) kan skrives 
x = y (1 — y)". (5) 
Paa denne Ligning kan man anvende Lagrangı’s Om- 


vendingstheorem, saaledes at en Gren af y udvikles i Række 
efter Potenser af x. Koefficienten til x" bliver herved 


Ou ET 


og man faar altsaa ved (2) 


för (142) [e+ 2 Hat), 
einen, |. (7) 


Dette er den endelige Formel. Rækken gælder indtil 


det nærmeste singulære Punkt, som faas for D ^ altsaa 


x 1 n? 
ved (5) for y = SEH eller x = (ap aps Rækken gælder 
altsaa for 
ar n 
a. ERE (8) 


SaF saya 


hvilken Betingelse let ses at vere identisk med 0 < a <n, 


n n + 1 de ng i 
da D, log, x = Fe er positiv i dette Tilfælde. Fol 


gelig er (7) almengyldig fra et Rentesregnings-Synspunkt. 

At Formlen fremstiller Rentefoden og ikke en anden 

reel Rod af (1) folger e at Antagelsen i <0 paa Grund af 
1 

= Ti 1 > ni’ hvorved man fores 


udenfor Konvergensomraadet af (7). 


(2) vilde medføre y > —— 


ae RE mur. 


At der netop i det foreliggende Tilfælde er Grund til 
at paase, at man ved Omvendingen faar fat i den Rod, 
man har Brug for, fremgaar af følgende Betragtning. Be- 
nytter man i Stedet for (2) Substitutionerne 


a a å 
faas af (1) 
en —8) =n (1— n)”. (10) 
Sættes nu | 
Em B(1— B® = — (u) 
a+ 1)" ie 
faas = (1 — 7)" | (12) 


og ved Omvending 


LG alt) 


(+ )le+ 4 


GEI 
4 
Se Ce Le 
Denne Række gælder ligeledes for 0 < a< n, men 


giver for hele Konvergensomraadet identisk i = 0. Anta- 
eeng i>0 forer nemlig, som det let ses af (1), til 


(13) 


‚i+rD>- = į altsaa 7 > —— = , medens Rækken i 


(13) kun er konvergent for 0 pe Se Tilfældet 


— 1<i<0 kan ikke bruges, da i saa Fald a>n, som 
det ses af (1); og i< — 1 vilde paa Grund af (9) given < 0 
og maa derfor ogsaa forkastes. Altsaa maa (13) i alle Til. 
fælde give i == 0, hvilket viser, at Omvendingen af (12) kun 
har givet os den paa Grund af (10) iøjnefaldende Rod 7 == £. 


Vi vende nu tilbage til (7) og skulle først give et ele- 
mentært Bevis for Rækkens Konvergens. Det almindelige 
Led i Potensrækken kan aabenbart skrives 


2 FG — 


La LÅ 
r! (rn — 1)! 
hvoraf, med Faktorielbetegnelser, 
ot vn EPET +n — Nery 
Wr | (rn + n)"+» 
— xn (1 k TU) (1 + ER). D a el (15) 
m-+n rn + n—1 rn 
Heraf ses umiddelbart, at 
lim "+= xn (1 4 I) x. (n + IT et 


r=0 Or n° 


(14) 


@, == 


hvormed Konvergensen er bevist. 


Af (15) folger fremdeles, naar man setter 0, = = , at 
r—1 


0.4: > 6%; thi da, for O<t<n, 
r— 1 r— 2 
m+n—t~>m—t 
vil hver Faktor i 6,,, være sterrre end den tilsvarende 
Faktor i 6,, naar undtages den fælles Faktor nx. Af denne 
Egenskab kan man betjene sig for at finde Grænser for 
den begaaede Fejl, naar Rekken afbrydes med det rte Led. 


r 


Erstatter man nemlig w, med — ö faas en forbedret men 
stadig for lille Verdi af Rækken, hvorimod Korrektionen 


IZ SC giver en for stor Verdi af denne Rentefoden vil 
eg 00 


derfor være mindre end den med Korrektionen 6, men 
starre end den med 0% beregnede Tilnærmelse. For Eks- 
empel faas for n — 50, a= 21 . 48218 folgende Resultater 
som Tilnærmelser til Rentefoden i = : 04.. 


r Korr: ingen 0, 0 
5 ` 04007 - 04001 ` 03995 
10 ` 040003 ‘0400002 - 0399988 


Hermed er givet en theoretisk set fuldstændig Lesning 
af Rentefodsproblemet, idet Tilnærmelsen kan drives saa 
vidt, man ønsker, og saaledes, at der stadig haves simple 
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Grændser for den begaaede Fejl. Nogen egentlig praktisk 
Betydning kan Methoden derimod ikke ventes at faa, der- 
til er den benyttede Række i Almindelighed for svagt kon- 
vergerende. I Praxis maa derfor en Løsning ved Hjælp af 
Tabeller foretrækkes, saaledes som f. Ex. foreslaaet i en 
Afhandling af N. P. Bertelsen og Forf. i første Hæfte af 
»Aktuaren« (Kbh. 1904), jfr. ogsaa en Meddelelse i nærvæ- 
rende Tidsskrift B XIV Nr. 4 om samme Æmne. 


En Sætning om Continuet. 
Af Johannes Mollerup. 


For lettere Forstaaelse af det folgende forudskikker jeg 
nogle Bemærkninger for dem, hvem den Cantorske 
Mængdelæres Begreber er fremmede. 

1. G. Cantor har bevist (Crelles Journal Bd. 77), at 
Mængden af alle reelle Tal i et vist Interval ikke 
er optellelig d. v. s. alle Tallene i Intervallet kan ikke 
indeholdes i en Rekke 


A1 A2 åg... Ay... 


Det simpleste Bevis er vel følgende, der ligeledes skyl- 
des Cantor (Jahresbericht d Deutsch. Mat. Ver. I). Var 
alle Tallene i Continuet (0 — 1) 


äu a az... Og 
a, = 0, Aıı Arg Aig... 
a, = 0, Bo Age Ags... 


a, == 0, ayı Aya Avs... 


da danner vi et nyt reelt Tal i dette Interval: 


b = 0, by ba bs... , 
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hvor b, altid skal vere forskellig fra a,,. Da er b ikke 
indeholdt i Rækken a, a; as... 

Cantor har nu stillet sig det Sporgsmaal, om Conti- 
nuet kan velordnes d v.s. om Continuet ved Om- 
ordning af dets Elementer kan skrives som en 
Mengde, hvori enhver Undermengde har et første 
Element. Har Elementerne deres naturlige Sterrelsesorden, 
da er Mængden ikke velordnet; thi borttages 0, da er intet 
Element det forste. Hvis den omtalte Velordning er mu- 
lig, da faar Continuet et første Element a, et næste Ele- 
ment a, o. s. v. Vi begynder altsaa med en optællelig 
Mængde 

a A2 As... A... 


Herved er Continuet efter den nævnte Sætning ikke 
udtomt. Den Undermængde, der er tilbage, skal efter den 
velordnede Mængdes Definition have et første Element, ae, 
som atter efterfolges af 


40 +1 aoe e e oè ao+ı eee 


Herved er Continuet stadig ikke udtømt, da hele Mæng- 
den 
A1 Ag Ag... Ay... Be A@y1... Aw4y... 
endnu er optællelig (Cantor har i Crelles Journal Bd. 84 
bevist den Sætning, at en optællelig Mængde af optæl- 
lelige Mengder er optzllelig). Kaldes det første Ele- 
ment i den Undermængde, der er tilbage, ae 2, faas Ele- 


menterne 
ao., Be sti Ao.2+s... 


ligeledes 


Qo.s Ao 341... 


aa): oe + 


Da vi efter nævnte Sætning stadig kun har medtaget 
en optællelig Mængde, maa der vere en Undermængde til- 
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bage med et første Element aw; ved at fortsætte paa denne 
Maade faar vi Elementerne 


Aer Ami... Au’... 


der efterfølges af aor o. s. fr. 

Da den Mængde, vi har medtaget, stadig kun er optæl- 
lelig, kan Continuet i hvert Tilfælde ikke udtommes, idet 
vi standser et eller andet Sted. Disse Indices 


123...v...0»w-+1...0.2...0.v...0°...0...00@... 


danner Cantors 2den Talklasse, der karakteriseres ved 
folgende Egenskaber: 


1. Ethvert Tal har et umiddelbart efterfol- 
gende Tal. 


2. Enhver optellelig voksende Rekke af Tal 
har et umiddelbart efterfølgende Tal. 

Ligesom altsaa den iste Talklasse, Talrekken, karak- 
teriseres ved den forste af disse Egenskaber, saaledes den 
anden Talklasse ved dem begge. 

Den Del af den 2den Talkjasse, der gaar forud for et 
vilkaarligt Tal, er optællelig; derimod er hele Talklassen, 
karakteriseret ved Egenskaberne 1 og 2, ikke optællelig. 
Dens Mægtighed er den nærmest højere end Tal- 
rækkens d. v. s. enhver uendelig Undermengde er enten 
optællelig eller ækvivalent med hele Mængden (Cantor: 
Math. Annalen, Bd. 49). Dette er ganske analogt med, at 
den Del af den jete Talklasse, der gaar forud for et vil- 
kaarligt Tal, er endelig, medens hele Talklassen er optællelig. 

Det er Mængdelærens interessanteste, endnu ulgste Pro- 
blem at afgøre, om Continuets Megtighed er den 2den Tal- 
klasses d. v. s. om Continuet kan ordnes som en Mængde 


A1 äs 23... do... 20.2... d0?... 2092... ay... 


hvor y er et vilkaarligt Tal j 2den Talklasse. Da Continuets 
Mægtighed er større end Talrækkens, maa det indeholde en 
Undermængde med 2den Talklasses Mægtighed. Har hele 


— 80 — 


Continuet ikke denne Megtighed, indeholder det en Under. 
mængde med den næste Mægtighed, bestemt ved Cantors 
8dje Talklasse, som begynder med et Tal Q, der følger 
efter 2den Talklasse. Zermélo har bevist (Math. Annalen 
Bd. 59), at enhver Mængde lader sig velordne, og 
herefter er Continuet af samme Megtighed som en af de 
Cantorske Talklasser — hvilken, er altsaa stadig ubekendt. 

2. Som bekendt fortaar man ved en Fundamental- 
rekke af reelle Tal (G. Cantor: Math. Ann. 21) en Rekke 


A1 &2 Ags... Ay... 


med den Egenskab, at der til ethvert Tal e > 0 hører et 
helt Tal n, saaledes at jan — an| < & naar n, og m er 
hvilke som helst hele Tal storre end n. Continuets Ejen- 
dommelighed er den, at enhver Fundamentalrekke har et 
Fortetningstal eller Fortetningspunkt; a er Fortet- 
ningstallet for den nævnte Fundamentalrekke, naar der til 
ethvert Interval 2e om a svarer et helt positivt Tal n saa- 
ledes, at ethvert a med storre Index end n falder i Inter- 
vallet. 

I det folgende benyttes ofte den kendte Sætning af 
Bolzano - Weierstrass: Enhver uendelig Punkt- 
mængde har mindst et Fortætningspunkt d. v. s. 
Mængden indeholder mindst en Fundamentalrække. 

8. Efter denne Indledning gaar jeg over til Genstan- 
den for den efterfølgende Undersøgelse: findes der i Conti- 
nuet Fundamentalrekker af den 2den Talklasses Megtighed? 

Definition, En Fundamentalrekke af 2den 
Orden er en velordnet Mengde af reelle Tal med 
den anden Talklasses Megtighed 

a, az Ag... ay... a0... ay... 
med den Egenskab, at naar eer et givet positivt 
Tal, da bestemmer & et Tal y af første eller anden 
Talklasse saaledes, at 
Jay, — ay | <& 
naar yı og y. er større end eller lig y. 
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Efter den før omtalte Sætning har enhver uendelig 
‘Undermængde af en saadan Fundamentalrække mindst et 
Fortetningspunkt; disse Fortætningspunkter maa ikke for- 
veksles med det i efterfølgende Sætning omtalte særlige 
Fortætningspunkt. 
4. Sætning. En Fundamentalrække af 2den 
Orden | 

A1 22 245... 20... dy... 
har et særligt Fortætningspunkt a med følgende 
Egenskab: er et Interval 2e om a givet, da bestem- 
mer & et Tal y af første eller anden Talklasse, saa 
at alle a med Indices større end eller ligy liggeri 
Intervallet. 

Bevis: 
& > & > &... 

er en Fundamentalrekke af positive aftagende Tal med 
Fortætningspunktet 0. Til disse Tal svarer efter ovenstaa- 
ende Definition visse Tal af forste eller anden Talklasse 


NLRI Y... 


Efter Sætningen om Eksistensen af Fortætningspunkter 
indeholder enhver af de optællelige Mængder 


ay, ay +! ay +e Ke 


ay, ay +1 ay,+2 Ss 


en Fundamentalrække; lad disse være 


ay, 4y,--. med Fortætningspunktet by, 


RG AY ag SE are zu by, 
OK ëtt — by, 


Nyt Tideskrift for Mat. B XVII. 6 
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Mængden 
by, byg ... 


indeholder en Fundamentalrække 


by, by,,--- 
med Fortætningspunktet by. 
Her er 
by, = lim (ay, aypa) 
by, = lim (ay, Bän dl 
: s 
Det skal nu bevises, at by er det særlige Fortætnings- 
punkt for Fundamentalrekken af 2den Orden (det er ind: 
lysende, at denne ikke kan have flere særlige Fortætnings- 
punkter). Naar e>0 er given, da kan vi bestemme u 
saaledes, at 


og endelig n saaledes at 
€ 
ba, — pu < 7 samt 0 > Yu. 
Da er 
Le 4 € 
[by —ag| < [by — by, ara tr lay, agl <3. => 


by er altsaa det sagte særlige Fortætningspunkt. 
5. Sætning Er by det særlige Fortætnings- 
punkt for en. Fundamentalrække af anden Orden ` 


A1 Ag...ao... ay... 


da eksisterer der indenfor denne en Fundamental- 
rekke af forste Orden, hvis Fortetningspunkt 
er by. 
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Bevis: For Mængden 
Yg ayy 2 ay, 

bestemmes À, saaledes at 

aa, — by, < êi; 
for Mængden | 
dr Bon 27,8 * * 
bestemmes À, saaledes at 

lay, a, — by, < 8 0. 8. V. 

Saaledes bliver 

bo, Bal Se 
Mængden 

ayya, Apt Wanda“ 
maa da vere en Fundamentalrekke med Fortætningspunk- 
tet by. 


6. Sætning. Er by det serlige Fortætnings- 

punkt for en Fundamentalrekke af 2den Orden 
A1 az A5... ao ...Ay... 

da eksisterer der et saadant Tal o af forste eller 
an den Talklasse, at ag = by, naar o Se. 

Bevis. I 2den Talklasse'eksisterer der et Tal oe der 
er større end ethvert Tal af Maengden | 

(OH) Yygda Vrais Sch 


fordi i denne Talklasse enhver velordnet optællelig Mængde 
af voksende Tal efterfolges af et nyt Tal. 
Nu er 


be — by, | Z Da — ën + pain — 291 < 2e 
idet baade V2, 08 0 er større and m. 


Denne Differens maa da konvergere mod 0, naar by; 
m 
gennemløber Fundamentalrekken 


Do, Du, SES 
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a, maa altsaa vere Fortætningspunktet for denne Række 
og falde sammen med by. Dette gælder for ethvert o, der 


er større end alle Tallene 
(CO? LOS? (ON see? 


altsaa for et vist ọ og alle større. 

7. Af disse Sætninger ser man, at egentlige Funda- 
mentalrækker af 2den Orden ikke eksisterer: fra et bestemt 
Led at regne er alle Elementerne ens; da Mængden af alle 
Tal, der gaar forud for et bestemt Tal i 2den Tal- 
klasse, er optællelig, kan i en Fundamentalrække af 2den 
Orden kun en optællelig Mængde Led være forskellige. 


Danske Eksamensopgaver. 
Polyteknisk Eksamen. Juni 1906. 


Anlegs-, Maskin- og Elektroingenigrer. 


I, 

‘+1. I et retvinklet Koordinatsystem skal man finde 
Ligningen for en Flade, som frembringes af en bevægelig, 
ret Linie, som bestandig er parallel med xy-Planen og be- 
standig skærer z-Aksen og den Cirkel, hvis Ligninger ere 
| x+y + 2 =R, 

x+ y =R. 
Tillige søges Ligningerne for de af Fladens Tangent- 
planer, hvis Røringspunkter have Koordinaterne 
2. At integrere Differentialligningen 


d? dy)? d 
rt 
saaledes at 


giver y=— ek? 
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Opløsning. 1. Frembringeren fremstilles ved 
z==h, y= ax. 
Elimineres x, y, z mellem disse og Cirklens Ligninger, 


Taar man: 
h? (1 + a)! = 2R'a. 


I denne Formel indsættes 
y 


h =z, Œ == —, 
x 


Fladens Ligning er da: 
| z? (x + y) = 2R’xy. 
For de Punkter, som have Koordinaterne 

| ans 3 R, y= $ R, 
finder man 


dz dz — 
z=+t#$R, mein > = + Fe 
De tilsvarende Tangentplaner har da Ligningerne 
Z=+4Z+4Y+$R 
2. Differentialligningen kan skrives 


4 
az _d.3(y +1) 
dx dx ` 


Naar man integrerer og bestemmer Konstanten ved de 
opgivne Betingelser, faar man 


Ny Integration og Bestemmelse af den nye Konstant | 
giver det søgte Integral: 


y+2=e®. 


IL. 


1. En homogen, ret, cirkulær Kegle har Højden h, 
Grundfladens Radius er R, Tætheden er o. Keglen tiltræk- 
ker efter Naturens Lov en Partikel, som har Massen 1 og 
befinder .sig i Keglens Toppunkt. Bestem Tiltrækningens 
Storrelse og Retning. Tiltrekningen mellem to Partikler, 
som hver især har Massen 1, og som har en Afstand af en 
Længdeenhed er lig u. 
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2. I et retvinklet, plant Koordinatsystem, hvis Begyn- 
delsespunkt er O, har man paa x-Axen afsat OA == a, paa 
y-Axen OB =b. En fri Partikel, hvis Masse er 1, tiltræk- 
kes til ethvert iser af Punkterne O, A og B med en Kraft, 
som er proportional med Partiklens Afstand fra det ved- 
kommende Punkt; for Enhed af Afstand er hver især af 
Krefterne lig m?. Partiklen befinder sig fra først afi Hvile 
iO. Find Partiklens Sted til en hvilkensomhelst Tid, og 
bestem Partiklens Bane. 


Opløsning. 1. Tiltrekningen gaar i Retning af Keg- 
lens Akse. Keglen henfores til et retvinklet ‘System, hvis 
z-Akse falder sammen med Kegleaksen. Keglens Toppunkt 
lægges i Begyndelsespunktet. I xy-Planen indføres polære 
Koordinater r og 0. Da bliver Tiltrækningens Storrelse 


Rz 
—eu\ dz. Pa RR = V dé 


= 2rrouh (1 — eege 


2. Differentialligningerne for Bevægelsen bliver 


Naar disse Ligninger integreres under Hensyn til de 
opgivne Begyndelsesomstendigheder, saa faar man; 


x = È (1 — cos m V3. t), y= > (1 — cos m Våt), 


dx am Wéi __bmy3 
di sin my3t, À = 3 sin my 3t. 


Banens Ligning er 
b 
gr 


Bevægelsen er en retliniet Svingningsbevægelse mellem 
Punkterne (0,0) og (ża, $ b). 
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Skolembedseksamen, Juni 1906. 


(Hovedfag Matematik). 
I. Integrer de sammenhørende Differentialligninger 
dx y dy x 


— 
cen VV) un 
Gr RARES 


dt (x—y) dt (Dë 

II. Et Omdrejningsparaboloidesegment er begrænset af 
en Cirkel, hvis Plan er vinkelret paa Aksen. Denne Be- 
grænsning falder sammen med den plane Begrænsning af 
en Halvkugle. Det af Halvkuglen og Paraboloidesegmentet 
sammensatte Legeme, der er homogent og tungt, er i Hvile 
paa en horizontal Plan, i hvilket af sine Punkter Halvkug- 
lens krumme Overflade end bergrer Planen. Find Forhol- 
det mellem Halvkuglens Radius og Paraboloidesegmentets 
Hojde. 

III. En Flade frembringes af en Cirkel, der bevæger sig 
parallelt med xy-planen i et retvinklet Koordinatsystem. 
(Cirklen skærer bestandig Z-aksen og dens Centrum gennem- 
løber en Cirkel i xz-planen med Centrum i Begyndelses- 
punktet og Radius a. Find Fladens Ligning, de af den 
indesluttede Rumfang og disses Inertimoment med Hensyn 
til z-Aksen. 

Find Fladens Krumningsradier i et Punkt af dens Skæ- 
ringskurve med xz-Planen. Find Fladens Skæringskurve 
med Fladen x? + y? + 2z? = 2a’. 

4a. (Speciale. For 3 Kandidater). 

1. Af Ligningen 

x? + ax? + bx + c= 0 (a, b, c hele Tal) 
dannes den Ligning vi La y? + bi y + cı = 0, hvis Rødder 
er Kuberne af den førstes Rødder. Bevis, at — 
a=a; b=b,; c= c, (mod 3). 
2. Find Diskriminanten til Ligningen 
x? — 1 
x — 1 

IVb. (For 1 Kandidat). 1. Find Indhyldningsfladen 
for de Planer, som skærer Siderne i en given vindskæv 
Sekskant i Rummet i Punktet af et Keglesnit. 

2. Bevis, at naar en Polartrekant med Hensyn til et 
givet Keglesnit er indskrevet i et andet Keglesnit, ville uen- 
delig mange Polartrekanter med Hensyn til det forste Keg- 


= 0, hvor p er et Primtal. 
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lesnit vere indskrevne i det andet. Hvorledes udvides 
denne Sætning til Flader af anden Orden? 

Beviset kan efter Behag fores rent geometrisk, analy- 
tisk geometrisk eller ved Antalgeometri. 


Hovedfag Fysik. 

I. 1. Hvad er Betingelsen for, at Trediepotenserne af 
Rødderne i Ligningen x + a, x*-+ a,x + as = 0 danne cn 
Differensrække. 

2. Integrer Differentialligningen 

(1 — y — y") dx — (1 + x) (x — 2y) dy = 0. 

II. 1. Samme Spørgsmaal som III for Matematik 
som Hovedfag undtagen de to sidste Spergsmaal. 

2. En fri Partikel, der er underkastet en Kraft vinkel- 
ret paa X-Aksen i et retvinklet Koordinatsystem, gennem- 
løber Kurven a*y = x°. I Punkte x = y =a har Partiklen 
den givne Hastighed u. Udtryk Kraften som Funktion 
af y. 


Løsninger.. Matematik som Hovedfag. 
I. Man finder let de primitive Ligninger 
#(x—y)+t—c; x(x—y)+t=—=c. 

II. Legemets Tyngdepunkt maa falde i Kuglens Cen- 
trum. Det søgte Forhold bliver da | 2:/3. 

HI. Fladens Ligning er (x? + y‘)? = 4x? (a? — z?), Volu- 
minet bliver $ ma? og Inertimomentet Lë zat. Hovedkrum- 
ningsradierne 9; og oa i Punktet M (x, 0, z) kan faas paa for- 
skellig Maade f. Eks. ved Ligningen 

3 (z? + a?) V3z? + a? | (32? + a?) 
LIRE CESR NANTES 2 zum 
2a? ÄR 2a? s 

Man kan undgaa den besværlige Dannelse af denne 

Ligning, da Symmetrien viser, at xz-planen maa være 


den ene af Hovedsnitsplanerne i M. Den søgte Radius a 
bliver altsaa Krumningsradien til Ellipsen 


x? z? 
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(x? + 162%)? _ (a° + 3228 
Ge 16€ 2a? Ge 
Den anden Radius o kan man finde efter Meuniers 
Theorem, da man nemlig kender det vandrette Snit i Fla- 
den, der bliver en Cirkel med Radius ix. Er nu v den 
spidse Vinkel nr X-Aksen og Tangenten i M, faar man 


= 1 Vx? + 16z? = Va? + 322. 


Skæringskurven mellem Fladen og x? + y* + 2z? = 2a’ 
dannes af de to reelle Ellipser, hvori den sidste skæres af 
Planerne y=+x i Forbindelse med de imaginære, hvori 
den'skeres af de imaginære Planer y = + ix. 

IVa. 1) Man finder 

a, = a? — 3ab + 3c; 
= b! + 3c? — 3abe; cı = c. 
Heraf ses Sætningen næsten umiddelbart. 
2. Er x= x; en Rod i f(x)=0, har man 
-f (x) = ọ (x) + (x — xi) g’ (x), altsaa 
f (Xi) = pp (xi) = (x — x)... (Xi — Xi—1) (Xi —Xır)... (Xi — Xn) 
geen er altsaa, naar Ligningen er af nte Grad, 
= (— 1)}n@—)) f(x). f' (xe) p. . f (xn) 

Det ‘er pre: forst at danne Disfriminanten Dy D, for or (4 oly oho A i 

f (x) = x" — 1 = 0; lad dennes Rødder være 1, &, as. 
Man har da een” 
= (— 1\3n(a-1)n.nar-!... nat—! = (— 1)in(n—1) n°. fö a E CR 
Dernæst bliver =E 
D: D; 
De. la) rer 

IVb. 1. Lad Vinkelspidserne i den vindskæve Firkant 
vere A, B, C, D, E, F. Skæringslinierne mellem Planerne 
ABC og DEF være p, og lad q og r være de to andre ana- 
logt bestemte Linier. Pascals Sætning viser da, at de om- 
talte Planer maa skære p, q og ri 3 Punkter, der ligger 
ud i ret Linie d. v. s. Planens Indhyldningsflade er den 
ved p, q og r bestemte Hyperboloide. 


Løsningen af 2) findes i enhver større Projektivgeo- 
metri. 


2 
Gë sin u 


1)in(n—1) nn—2, 
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Matematik som Bifag. 
I. 1. Man finder let en integrerende Faktor y = HET 
:og dermed Integralet 
y? — xy — l =c (x + 1). 
2. Løsningen udledes let ved f. Eks. først at danne 
den i Hovedfag IVa 1 omtalte Ligning. 
II. 2. Man finder paa sædvanlig Maade Kraften lig 


Opgaver i Astronomi og Iagttagelseslære. 


Sommeren 1901. 


En Komet er observeret. fem Gange i samme Nat og 
fandtes at staa paa folgende Steder: 


Kl. Rektascension Deklination 
5t öm 197° 34' 28° 0 88° 57' 9-7 
5— 47 — 1989 30° 6-3 88° 57' 0-7 
6 — 59 — 1999 53° 19° 5 88° 56’ 45° 0 
8— 5— 201° 8° 46 0 88° 56‘ 30” -7 
8 — 53 — 202° 10’ 58° :8 88° 56' 20° 3 


Ved Interpolation bestemmes, hvor Kometen stod Kl. 
7: 5", hvor stor dens tilsyneladende Vinkelhastighed da var, 
og Vinklen mellem dens Bevægelses Retning og Retningen 
til Himlens Nordpol. Endvidere beregnes Vinkelafstanden 
mellem Stederne Kl. 5t 5" og Kl. 8 5° samt Kordens Ret- 
ninger regnet fra Nordpolen. 

Losning. Efter Reduktion af Argumenterne bliver 
Tabellen over Rektascentionerne 

— 20 197° 34' 28” : 0 


3338-3 4769 
— 13 198° 30 6-3 — 60 8 —3:2 
4993-2 416 1 +30 +01 
— 1 1999 53° 19° -5 — 4-6 — 0 
4526 °5 411°5 +31 40.1 
+10 201° 846“: 0 — 55:0 +2-0 
3732 - 8 466 : 6 +0:1+0-1 
+ 18 202° 10° 58“ 8 — 30:0 + 3:0 
7858 : 8 436° 6 —1 0 +01 
0 200° © 0”-0 — 36'0 +2°0 
0:0 400:6 
0 200° 0° Op 
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I ovenstaaaende Tabel er der interpoleret til 0, som 
svarer til 7t 5" i den oprindelige Argumentrekke, og Argu- 
mentet 0 er gentaget for at faa den dertil svarende forste 
Differentialkvotient bestemt. 

Deklinationen viser sig at vere en forste Grads Funktion 
af Tiden med divideret Differens — 1‘ :3. 

Kl. 7t 5" er Deklinationen 88° 56° 43° : 7. 

Med Timen som Enhed er Hastighederne altsaa 4006“ 
og 13”. Kaldes disse "Hastigheder h, og hs, deres Resultant 
h og dens Vinkel med Deklinationscirklen 0 haves: 


log sin (90° — d) = » 8 26491 


log h, = 3- 60271 
log h sin 0 = 186762 
log h cos 0 = 1:11394 
0 = 109 0' 0" 
h = 74” 363 
Til Beregning af den forlangte Afstand har man: 
3(p + pr) = 1°93! 9" 8 log sin 4 (pa + pı) = v 8° 26416 
4 (Pa -+ pı) = 19° 4 log cos (p: + pi) =p ‘ 99993 
= = 1947/9" log sin 3 (pa — pı) = v 5 ' 97560 
log cos 1 (P: — pı)= 0 * 00000 
log cos > = v 99979 
, R | 
log sin —- = y 8 ' 49365 
2 
log cos 4 (V: + Vi) cos A = v 8 49358 
log sin 1 (V, + V;) cos G = up ` 99979 
log cos } (V. — V) sin = u» 6 ' 75781 
log sin 4 (V — V;) sin 2 =p D ` 97539 
Heraf t (Ve + Vi) = 271° 47' 8“ 


1(V, — V,)= 170° 37: 43° 1, log cos 4 (V:— Vs) = u» " 99416 
Vi = 101° 9'249 
V, = 82° 2451" -1 


= 0° 1:59: 7 
A = 0° 3° 59 - 4 
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Litteraturanmeldelser. 


— 


Dr. Niels Nielsen: Handbuch der Theorie der 
Gammafunktion. Leipzig 1906 (B. G. Teubner). 326 S. 

Dr. N. aspirerer til at blive en af Verdens mest skri- 
vende Matematikere. Neppe nok har Læserne faaet Tid 
til at fordgje Forfatterens Værk om de Besselske Funktioner, 
end sige diverse Specialaf handlinger, førend han igen me 
der med et stort Arbejde, en Haandbog i Gammafunktionens 
Theori, et nyt Vidnesbyrd om Forfatterens vældige Flid og 
Arbejdskraft. 

Veerket falder i tre vel adskilte Dele. Den forste inde- 
holder Gammafunktionens analytiske Teori, anden Del de 
til Funktionen hørende Integraler, tredie Del Fakultetræk- 
kernes Teori. 

Efter Weierstrass frembyder Gammafunktionens analy- 
tiske Teori ikke længere principielle Vanskeligheder, og i 
Lobet af de sidste 50 Aar er denne Teori da ogsaa ved 
mange Lærdes forenede Kræfter bragt til en vis Afslutning. 
Forf. gor meget godt Rede for Teoriens nuværende Stand- 
punkt, og selv om man ikke finder hans Fremstilling paa 
Hojde med Jensens lille klassiske Afhandling, saa har den 
til Gengæld den Fordel, at den i fortrinlig Grad gor Rede 
for, hvad hver enkelt Forfatter har ydet. — Synderlig nyt 
findes der ikke, maaske kan dog Indholdet af § 8 delvis 
henregnes hertil. 

At Dr. N. ikke alene holder sig til selve Gammafunk- 
tionen men ogsaa medtager alle de andre med den ner be- 
slegtede Funktioner, er en Selvfelge; ligeledes giver han i 
særlige Kapitler Læren om Stirlingske Rekker og Tal og 
deres Anvendelse paa herhen hørende Funktioner. 

Veerkets anden Del, som omhandler Gammafunktioner- 
nes bestemte Integraler, synes mig at danne dets Tyngde- 
punkt. Den Omstændighed, at Gammafunktionen fra forst 
af blev fremstillet under Form af et bestemt Integral, og at 
man savnede Klarhed over dens analytiske Fremstilling, 
har medfort, at der i lange Aarrækker blev anvendt et kolos- 
salt Arbejde og en uhyre Opfindsomhed at paa udvikle dens 
Teori ved Behandlingen af Integralerne. Den, som vil stu- 
dere disse Ting, er idelig udsat for at tabe Overblikket 
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over den indbyrdes Sammenhæng mellem Formernes Mang- 
foldighed. Dr. N.s egen store tekniske Færdighed har gjort 
ham det muligt fuldt ud at beherske det hele Stof og straks 
fra Begyndelsen i Kap. IX at opstille de almindelige Sæt- 
ninger om en hel Klasse af Integraler, under hvilke de 
allerfleste af de optrædende lader sig indordne. Fremstil- 
lingen bliver derved forholdsvis overskuelig, og man læser 
den med Fornøjelse. 

Men for vor Tids Matematikere turde alle disse Inte- 
gralformer alligevel kun have en sekundær Interesse, saa- 
længe man kun betragter dem som Midler til at illustrere 
Gammafunktionens Egenskaber. Meget mere Udbytte vil 
vi kunne faa ved at benytte Funktionens Forhold til at 
vinde fornyet Indsigt i de optrædende Integralers Natur. 
Thi Læren om bestemte Integraler frembyder endnu mange 
ret gaadefulde Puukter. Jeg skal kun henlede Opmærk- 
somheden paa et enkelt. 

Dr. N. har indlagt sig Fortjeneste ved at fremdrage den 
allerede af Cauchy givne Almindeliggørelse af det 2det 
Eulerske Integral, som i Tidens Løb var gaaet i den Grad 
i Forglemmelse, at den har maattet opfindes paany. Men 
naar det nu viser sig, at et Integral, der oprindelig kun 
fremstiller en vis analytisk Funktion for R(x) > 0, kan mo- 
dificeres saaledes, at man faar de tilsvarende Integralfrem- 
stillinger, som gjælde for andre Dele af Planen, saa ligger 
det saa nær at spørge, om ikke lignende Udvidelser ere ' 
mnlige for de mange andre Integraler, der kun give inkom- 
plette Fremstillinger af de tilsvarende Funktioner. Dr. N. 
berører flere Gange dette Spørgsmaal, men synes ikke at 
have haft Øje for dets principielle Betydning, uagtet det er 
meget muligt, at det netop i den givne Sammenhæng vilde 
kunde besvares. Og i saa Fald vilde Svaret kunne faa 
stor teoretisk Interesse og tilmed muligvis have bibragt os 
en ny Kundskab til selve Funktionerne — ikke at tale om, 
at Forf. derved havde opnaaet at knytte sit eget Navn til 
virkelig nye Opdagelser ogsaa paa dette Omraade. 

Dette sidste har Dr. N. ment at opnaa ved i sidste 
Afsnit at optage sine ældre Undersøgelser over Fakultet- 
rækkerne og vise, hvorledes disse anvendes paa Gamma- 
funktionerne. Disse Undersøgelser har allerede ved deres 
Fremkomst vundet vel fortjent Anerkendelse som et første 
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kun specielle Tilfælde af de mangfoldige Rækkeformer; 
hvori Gammafunktioner indgaar, og dernæst er selve Teo- 
rien, som den her fremtræder, saa langt fra færdig, at Pro- 


tid er en betænkelig Sag i en Lærebog at optage saadanne 
Ting som ikke endnu er fuldt afklarede. 

Bogens Udstyrelse er nydelig, Korrekturlæsningen om- 
hyggelig og selve Fremstillingen klar 08 — saavidt jeg kan 
se — gennemgaaende korrekt og samvittighedsfuld. Men 
den er noget knap, og Bogen er just ikke let læselig; ej 
heller ganske let at finde sig til Rette i. 

En Overordentlig stor Fortjeneste har Forf. indlagt sig 
ved sit grundige Literaturstudium. Ikke blot har han en 
Mængde Citater og har systematisk oplyst, hvem hvert en- 


ske fuldstændig er denne Fortegnelse dog neppe, jeg savner 
f. Eks. et Værk som Correspondance d' Hermite et de Stieltt- 


Men noget betydeligere Arbejde, som ikke blot vedrører An- 
vendelser af Gammafunktionen, kan dog ellers næppe være 
Overset og, saavidt jeg kan se, har Forf. gjort hvad han 


til sin Ret. Der burde 1 Grunden for Oversigtens Skyld 
have veeret et Tilbageblik med en kort Udsigt over Teori- 


Sider paa numeriske Tabeller, som det er godt at have ved 
Haanden og som vilde have været paa sin Plads 1 et Verk 
som dette, der iøvrigt kan siges at være saa udtommende. 


| 
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Thi netop dette sidste er det, som begrunder Bogens 
store Betydning. Den kan ikke siges at udmærke sig sær- 
ligt hverken ved. dybtgaaende nye Ideer eller ved Fremstil- 
lingens Elegance, men den er enestaaende i Henseende til 
den Omhu, hvormed den gør Rede for alt, hvad der til 
Dato er udrettet paa det Omraade den behandler. Derfor 
maa den matematiske Verden vere Dr. Nielsen i hej Grad 
Tak skyldig, thi han har i dette Værk virkelig beriget den 


" matematiske Literatur med et Arbejde, der i lange Tider 


vil staa som et Kildeskrift og saaledes. udfylde et Savn, 
som sikkert har været følt af alle dem, der har maattet 
gennemstove de vidt spredte Specialafhandlinger, som hid- 
til have dannet Grundlaget for et indgaaende Studium af 
den saa vigtige Gammafunktion og dens Afkom. (J. P. Gram). 


* * 
k 


R. Schüssler: Orthogonale Axonometrie. 
Ein Lehrbuch zum Selbststudium. (Teubner 1905). 

Denne Bog giver en ret fuldstændig elementær Lære 
om Konstruktioner i Rummet, idet de omhandlede Rum- 
former sædvanligvis, men ikke udelukkende, fremstilles ved 
retvinklet axonometrisk Afbildning. 

Efter en indledende Behandling af saadanne Beliggen- 
hedsopgaver for Punkt, ret Linie og Plan, som er uafhæn- 
gige af Koordinatsystemets Stilling til Billedplanen, oplyste 
ved Konstruktioner angaaende Polyedre (Skæring og Skygge- 
konstruktioner), behandles de sædvanlige Opgaver, som om- 
handler Figurernes (og altsaa Koordinatsystemets) Stilling 
til Billedplanen (Bestemmelse af sande Længder o. 1). 
Keglesnittene defineres som. Snit i en Omdrejningskegle. 
Pascals og Brianchon’s Sætninger findes ikke i deres al- 
mindelige Skikkelse; men det bevises at et Keglesnit er en- 
tydig bestemt ved 2 af sine Tangenter med Røringspunk- 
ter samt endnu ét Punkt. Naar Forf. uden videre heri vil 
se et Bevis for, at et Keglesnits Billede altid er et Kegle- 
snit, holder dette jo ikke Stik; der mangler et ret vasent- 
ligt Moment, nemlig Beviset for, at der altid eksisterer et 
Keglesnit, der rører to vilkaarlig givne Linier i givne Punk- 
ter og gaar igennem endnu ét givet Punkt. 

Cylinderflader, Kegleflader og Kugleflader behandles 
særlig med Hensyn til Skæring og Skyggekonstruktioner, og 


= 06 — 


Omdrejningsfladerne faar ogsaa en ret udforlig Omtale. 
Forf. synes at gaa ud fra som »Axiome, at der i ethvert 
Punkt af de betragtede Flader findes en bestemt Tangent- 
plan; endog ved Cylinderfladerne ræsonneres der saaledes: 
‘Da Tangentplanen skal indeholde Tangenterne til alle Kur- 
ver paa Fladen idet betragtede Punkt, maa den ogsaa inde- 
holde Frembringeren. 

Til Slut bevises de vigtigste Sætninger om Omdrejnings- 
keglesnitsflader. Forf. viser her en ikke ringe Evne til ved 
rent elementære Midler at gennemfore sine Beviser. 

(J. Hjelmslev). 


Boger tilsendte Redaktionen. 
(Udferligere Omtale af en Del af Bøgerne forbeholdes). 


E. Jouffret, Mélanges de Géometrie a quatre di- 


mensions VI + 223 p. avec 49. fig. (Pris. 7 fr. 50 c. Paris. Gauthier 
Villars 1906). | 


l Horn, Gewöhnliche Differentialgleichungen 
beliebiger Ordnung. (Leipzig, Göschensche Buchhandl. Samml. 
Schubert L. X + 391 p. Pris Mk. 12). 


Ch. Lucas de Pesloüan, N.-H. Abel Sa vie et son oeuvre. 
XIII + 169 p. avec. un portrait; (Paris, Gauthier Villars 1906. cartonné 
Pris 6 fr.) 


Henri Poincaré. Der Wert der Wissenschaft, deutsch 
von E. und. H. Weber. IV + 252 p., mit einem Bildnis des Ver- 
fasses. (Leipzig. B. G. Teubner 1906. Pris M. 3.60). 


Prof. Frederico Amad eo, Lezioni di Geometria projettiva, 
dettata nella Università di Napoli. Terza edizione con 420 fig. nel testo 
e molti esercizi. (Luigi Pierro, Napoli 1905). 


L. Heffter und C. Koehler, Lehrbuch der Analytischen Geo- 
metrie I. Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe und in der 
Ebene; mit 136. Fig. im Text. (B. G. Teubner, 1905. Pris Mk. 14.00). 


O. Staude, Analytische Geometrie des Punktes, der Graden Linie 


und der Ebene. Ein Handbuch zu den Vorlesungen u. Übungen über 
Analytische Geometrie. (B. G. Teubner 1905. Pris Mk. 14.00). 
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Kongruens og Symmetri. 
Af J. Hjelmslev. 


Til Trods for de talrige Afhandlinger, der navnlig i de 
senere Aar er fremkomne angaaende Geometriens Grundlag, 
finder man i Litteraturen kun sparsomme Oplysninger om, 
hvorledes man kan skelne mellem kongruente og symmetriske 
Figurer; kun ét Sted, nemlig i Hilbert's Afhandling om den 
ligebenede Trekant (Grundlagen der Geometrie, 2. Udg.) finder 
man en Bemærkning derom; den Metode, som dér anvendes, 
bestaar i Virkeligheden i den, som vi benytter ved Undervis- 
ningen, idet der indføres en Omlgbsretning; kun maa saa 
naturligvis dette Begreb virkelig defineres, hvilket kan gøres 
ved Hjelp af de grafiske Axiomer (Axiome der Anordnung), 
d. e de Forudsætninger, ved Hjælp af hvilke man definerer 
den rette Linies Deling ved et eller flere af dens Punkter, og 
Planens Deling ved en af dens Linier; for Planens Vedkom- 
mende defineres nu Omlgbsretningen ved et System af 3 Punkter 
(ABC), der ikke ligger paa samme rette Linie, nævnte i en 
bestemt Orden, saaledes at (ABC), (BCA), (CAB) har samme 
Betydning; hvorimod de andre 3 Permutationer bestemmer 
den modsatte Omlgbsretning. Dernæst siges Omlobsretningerne 
(ABC) og (ABD) at vere ens eller modsatte, eftersom C og D 
ligger paa samme eller modsat Side af den rette Linie AB. 

Naar nu hertil føjes den efter de indførte Talemaader 


ganske selvfølgelige Ting, at 2 Omlgbsretninger, der er ens 
Nyt Tidsskrift for Mat. B XVIIT. I 
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med samme tredje, skal kaldes indbyrdes ens, da er hermed 
Begrebet »Omlgbsretning« fuldstændig defineret, saaledes at 
det ved Hjælp af de opstillede Vedtægter er muligt at afgøre, 
hvorvidt 2 Omlgbsretninger (ABC) og (DEF) er ens eller 
modsatte. At der ikke ved vore Vedtægter er bleven indfort 
nogen Modsigelse, kan og skal bevises. Hilbert beviser det 
ikke, og det kan vel ogsaa med i hvert Fald delvis Ret siges 
at høre til den Slags Ting, som en Forfatter har Lov til at 
henstille til Læserens private Overvejelser. Imidlertid viser 
der sig, naar man forsgger at udvide Metoden til Behandling 
af Rummet, for ikke at tale om Rum med flere Dimensioner, 
ret store Vanskeligheder ved at tumle med de mange Permu- 
tationer, som man faar at gore med; og her vilde man sikkert 
ikke kunne forsvare at lade Læseren ngjes med et »man 
ser lete. 

I det folgende skal nu vises en helt anden Metode, ved 
Hjzlp af hvilken man kan skelne mellem kongruente og sym- 
metriske Figurer, og som er ganske uafhzngig af de grafiske 
Forestillinger. Metoden er i al sin Simpelhed den, at man 
(for Planens Vedkommende) kalder 2 Figurer kongruente, naar 
de kan føres over i hinanden ved et lige Antal efter hinanden 
følgende Spejlinger, medens de kaldes symmetriske, naar de 
kan fores over i hinanden ved et ulige Antal efter hinanden 
folgende Spejlinger. Det kommer da kun an paa at vise, at 
de saaledes definerede Begreber Kongruens og Symmetri vir- 
kelig er forskellige. | 

At de grafiske Forestillinger ikke explicit bringes i An- 
vendelse ved de folgende Betragtninger, vil vi paavise ved 
udtrykkelig at nævne alle de Egenskaber ved Planen, som vi 
vil benytte, og som i Virkeligheden vil vise sig at være til- 
strekkelige til Begrundelse af hele Plangeometrien (den projek- 
tive Geometri saa vel som den analytiske), som det synes dog 
med Undtagelse af det Omraade, der særligt omhandler gra- 
fiske Egenskaber. | 
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Det synes altsaa ad denne Vej muligt at bringe en virke- 
lig Adskillelse til Veje mellem den metriske Geometri og den 
grafiske Geometri. | | | | 

De Egenskaber, vi benytter, er følgende : 

A. Gennem 2 Punkter kan orages én og kun én 
ret Linie. | 

Et System af 2 Punkter A og B kaldes en Afstand (AB 
eller BA). 2 Afstande siges under visse Betingelser at være 
kongruente eller lige store. Hvilke disse Betingelser er, op- 
lyses nærmere i det følgende. nn 

B. Har man givet en ret Linie a og et Punkt A 
paa denne, da eksisterer der paa a 2 og kun 2 Punk- 
ter B saaledes, at Afstanden AD er kongruent med 
en given Afstand. | 

C. Naar 2 Afstande er lige store med samme 
tredje, er de indbyrdes lige store. 

D. Enhver Afstand AZ har ét og kun ét Midt- 
punkt. 

Det vil sige, at der paa den rette Linie findes ét og kun 
ét Punkt M saaledes, at Afstandene AM og BM er lige store. 

Ved en Flytning forstaar man en Overgang fra en 
Figur til en anden, saaledes at enhver ret Linie og dens 
Punkter i den forste Figur svarer entydig til en ret Linie og 
dens Punkter i den anden Figur, og tilsvarende Afstande er 
lige store. 

E. Der eksisterer foruden Identiteten én og 
kun én Flytning, som lader alle Punkter af en vil- 
kaarlig given ret Linie ligge fast. 

Ved denne Flytning er der intet Punkt denter 
Linien, som bliver liggende. 

Flytningen kaldes en Spejling med Hensyn til den 
givne Linie (Aksen). 

Et System af 3 Punkter A, £, C, der ikke ligger paa 
samme rette Linie, siges at danne en Trekant ABC. Afstan- 
dene BC, CA, AB (undertiden ogsaa Linierne BC, CA, AB) 


HE 
J . 
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kaldes Trekantens Sider. Er 2 af Siderne lige store, kaldes 
Trekanten ligebenet, og de sædvanlige Betegnelser indføres. 

F. Der gives en Flytning, som fører en vilkaar- 
lig given ligebenet Trekant over i Trekanten selv, 
saaledes at Toppunktet bliver liggende, medens 
Benene ombyttes. 

Til de nævnte Forudsætninger vil vi her endvidere føje 
Parallelaksiomet, men vi fremhæver udtrykkelig, at det 
ikke er nødvendigt. Den plane Geometri kan i Virkeligheden 
bygges op alene paa Forudsætningerne A—F*), altsaa uden 
Forudsætninger angaaende rette Liniers Skæring eller Ikke- 
Skæring. Beviset for denne Paastand forbeholder vi os imid- 
lertid at give ved en anden Lejlighed, Vi nævner det blot 
her for at antyde Grunden til, at vi, naar vi nu til Systemet 
A—F føjer Parallelaksiomet, ikke foretager de Simplikationer 
i de nævnte Forudsætninger, som denne Tilføjelse faktisk vil 
kunne bevirke. 


I. Af Forudsætningen E følger straks, at enhver Spejling 
er en involutorisk Transformation, idet den ved Gentagelse 
frembringer Identiten. Dersom altsaa et Punkt A ved Spej- 
ling med Hensyn til en Linie a, der ikke indeholder Punktet, 
gaar over i et Punkt Æ, da vil Midtpunktet af Afstanden AP 
ligge fast og maa derfor være indeholdt i a. 

Linien AB siges at være vinkelret paa a. 

Efter denne Definition ses det straks, at naar Linien A er 
vinkelret paa a, og en eller anden Flytning fører 4 og a over 
i henholdsvis 6, og a,, da er ogsaa 6, vinkelret paa di. 

Endvidere ses det let, at der gennem ethvert Punkt uden- 
for en Linie kan drages én og kun én Vinkelret paa Linien. 


+) Dog med Tilføjelse af den Forudsætning, at Midtpunkterne af en Tre- 
kants Sider ikke kan ligge paa en ret Linie, Denne Forudsætning er 
udeladt her, da den umiddelbart følger af Parallelaksiomet og de øvrige 
Forudsætninger. 
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Lad os nu betragte en Linie æ og et Punkt P uden for 
denne. Ved Spejling med Hensyn til a gaar P over i Q, og 
man har da PQ | a. 

Fra et eller andet Punkt M paa a, men uden for PQ, 
kan nu fældes én og kun én vinkelret 22 paa PQ; da Spej- 
lingen med Hensyn til a skal före denne Linie over i en 
Linie, der ogsaa er vinkelret paa PQ, maa m altsaa ved denne 
Spejling blive uforandret. Den maa derfor falde sammen med 
a; i modsat Fald maatte den nemlig have 2 forskellige Punkter 
fælles med FQ, hvilket strider mod Forudsætningen A. 

Naar altsaa en Linie PQ er vinkelret paa en anden Linie 
a, da er a ogsaa vinkelret paa PQ. Herefter kan vi altsaa 
tale om 2 paa hinanden vinkelrette Linier. 

2. I et Punkt 4 af en ret Linie a kan der oprejses 
mindst en Vinkelret paa Linien. Dette bevises saaledes: 
Gennem A drages en fra a forskellig ret Linie, som vi antager 
ikke er vinkelret paa a; paa denne Linie afszttes to lige store 
Afstande AB og AC ud fra A. Ved Spejling med Hensyn 
til a gaar B og C over i henholdsvis 2, og C, saaledes at 
AB, = AB = AC = AG. Midtpunktet M af BC, vil ved 
den samme Spejling gaa over i Midtpunktet M, af B,C. 
Da nu A ABC, er ligebenet med Toppunkt i A, maa der i 
Folge Forudsætningen F eksistere en Flytning, som lader 4 
ligge fast, og som ombytter B og C, og derfor lader M ligge 
fast; men denne Flytning maa i Folge D lade alle Punkter af 
den rette Linie AM ligge fast og er derfor en Spejling med 
Hensyn til AM. En Spejling med Hensyn til AM forer alt- 
saa C, over i B og maa derfor ogsaa fore B, over i C, altsaa 
lade Midtpunktet M, af B,C blive liggende. Derfor maa Linien 
AM indeholde Punktet 47,. Tillige ses det, at AM er for- 
skellig fra a. Ved Spejlingen med Hensyn til a gaa nu imid- 
lertid M og M, over i hinanden, og deres Forbindelseslinie 
MM, er altsaa vinkelret paa a. Det er altsaa nu bevist, at 
der i Punktet A kan oprejses mindst én vinkelret paa a. 
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3. I et Punkt 4 af en ret Linie a kan der ikke oprejses 
mere end én vinkelret paa Linien. Var der nemlig 2, kunde 
man ud ad den ene afsætte 2 lige store Afstande AB og AB,, 
og ud ad den anden 2 ligesaa store Afstande AC og AC. 
Ved Spejling med Hensyn til a, vilde da B og C gaa over i 
B, og CG Midtpunkterne M og M, af BC og B,C, svarer 
altsaa til hinanden, og da M ikke kan ligge paa a (dette vilde 
nemlig medfore, at a var vinkelret baade paa CA og paa CM) 
er M og M, forskellige. Ved det samme Ræsonnement, som 
benyttedes i 2, ses det nu, at Linien AM indeholder M,, og 
at AM altsaa er | a. | 

Betragtes nu den Flytning, der dannes ved, at man lader 
Spejlingerne med Hensyn til AC og AM folge efter hinanden, 
da ses det, at denne Flytning lader alle Punkter paa a ligge 
fast (da a er vinkelret baade paa AC og AM), medens der er 
andre Punkter, som ikke ligger fast, f. Eks. Punkter paa AC. 
Den omtalte Flytning maa altsaa i Folge Forudsætningen E 
vere en Spejling med Hensyn til a. Paa samme Maade ind- 
ses det, at en Flytning, der dannes ved at Spejlingerne med 
Hensyn til AC og AB folger efter hinanden, ogsaa maa vere 
en Spejling med Hensyn til a. 

Men heraf vilde da folge, at Spejlingerne med Hensyn til 
AM og AB var identiske, hvilket strider mod E, da AM og 
AB er forskellige. 

4. Af 2 og 3 fremgaar det altsaa, at deri ethvert 
Punkt af en ret Linie kan oprejses én og kun én 
vinkelret paa Linien. 

Ved Hjzlp af F har man da straks den Sætning, at det 
geometriske Sted for Punkter, hvis Afstande fra 2 faste Punkter 
A og B er lige store, er en ret Linie vinkelret paa Midten af AZ. 

At 2 hinanden skzrende Linier har 2 Spejlingsakser, 
d. v. s. Linier, som er Akser for saadanne Spejlinger, som 
hver for sig fører de givne Linier over i hinanden, og at disse 
Spejlingsakser er vinkelrette paa hinanden, ses let ved ud fra 
Skæringspunktet paa de to Linier at afsætte 4 lige store 
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Stykker og betragte de Spejlinger, ved hvilke hver af de 
fremkomne ligebenede Trekanter føres over i sig selv (altsaa 
som i 2 og 3). 

5. Har man 2 kongruente Afstande AB og A,B, da 
eksisterer der 2 og kun 2 Flytninger, der forer À og B over 
i henholdsvis A, og B, 

Falder Ai A, og B i By, da er de to omtalte Flytninger 
straks bestemte i Folge E, som Identiteten og Spejlingen med 
Hensyn til AB. At der ikke er andre Flytninger end de 
nævnte følger ogsaa af E.. 

Er A forskelligt fra A, kan man ved en Spang med 
Hensyn til den vinkelrette paa Midten af AA, fore AB over i 
en ny Stilling 4,2, og denne kan atter ved en Spejling brin- 
ges til Dækning med 4,2, (i Folge Forudsætningen F). Der- 
ved er det bevist, at der i alle Tilfelde eksisterer en Flytning, 
der fører AB over i AP, og da man til den saaledes be- 
stemte Flytning altid kan foje en Spejling med Hensyn til 
A,B,, har man paa denne Maade vist, at der eksisterer 2 
Flytninger, der opfylder den givne Me Soa At der ikke er 
flere, folger af E. 

6. Har man en Trekant ABC, da eksisterer der én og 
kun én anden Trekant ABD saaledes, at AC = AD og BC = BD. 
At der i hvert Fald eksisterer en Trekant af den forlangte 
Beskaffenhed, følger umiddelbart af E, og at der ikke er flere, 
følger af Sætningen om den vinkelrette paa Midten af en Af- 
stand (4). | 

Man viser nu let, at 2 Punktsystemer, hvor Punkt svarer 
til Punkt og Afstand til ligesaa stor Afstand, kan bringes til 
Dækning ved en Flytning. Denne Flytning kan udføres ved 
Anvendelse af højst 3 paa hinanden følgende Spejlinger. 

7. I det følgende betegner vi en Spejling med Hensyn 
til a ved S,, og naar denne Spejling fører et Punkt P over i 
Q, skriver vi 


QS 
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Naar 2 eller flere Spejlinger Sa, 5... udføres efter hinanden 
i den angivne Orden, betegnes den derved dannede Flytning 
med ... SbSa: 
Vi vil nu bevise folgende Hovedsetning: 
3 paa hinanden folgende Spejlinger, hvis Akser 
a, 6, ¢ gaar gennem samme Punkt O, kan erstattes 
med én Spejling, hvis Akse gaar gennem O. 
. . Falder a og 6 (eller A og d sammen, er Sætningen umid- 
delbart indlysende. | 
_ Er a og 6 forskellige, kan vi paa disse Linier vælge 
Punkterne A og B: Trekanten OAB gaar ved Spejling med 
Hensyn til a over i OAB,, saa at vi kan skrive: 


OAB = S,(OAB,); endvidere sætter vi: 
OCB = S,(OAB), og 

OC’B'= S.(OCB). Man har da 
OC'B'= SSLSa (0AB,), og skal bevise, 


at Trekanterne OAB, og OC'B' kan gaa over i hinanden ved 
en enkelt Spejling. 

Betragtes nu en saadan Flytning af OC'B’, at OB’ gaar 
over i Stillingen OB, da er der kun 2 Muligheder: enten faar ` 
man /\ OCB eller OAB; den ferste Flytning er en Spejling, 
bestemt alene derved, at OB" skal gaa til OB, den anden kan 
altsaa ikke være nogen Spejling. Vil man altsaa flytte AA OC 
til Stillingen OA, da kan det ikke ske ved nogen enkelt 
Spejling. Den Spejling, som forer OC" til OA, vil altsaa ikke 
fore /\ OC'B' til OAB, men saa maa den fore den til OAB,- 
Hermed er altsaa Beviset fort. 

Idet vi nu benytter Parallelaksiomet, kan Sætningen ogsaa 
let vises for det Tilfælde, da O er uendelig fjærnt 9: a, 6 og c 
parallele. Vælges paa a 2 Punkter, M og N, og fældes vinkel- 
rette MP og NO derfra paa 4, kan man ved at benytte Fir- 
kanten MPON, i Stedet for Trekanten OAB i det almindelige 
Tilfælde gennemføre Beviset paa ganske lignende Maade. (Vi 
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har forbigaaet de ganske simple Beviser for de Sætninger om 
parallele Linier, som der her vil blive Brug for.) 

8. 2 Spejlinger Sa og Ar kan ombyttes med 2 
andre, hvoraf den ene har en given Akse c, gaaende 
gennem Skeringspunktet mellem a og ó (ogsaa i det 
Tilfælde, da dette Skæringspunkt er uendelig fjærnt). 

Det gælder jo nemlig kun om at finde en Linie x, der 
tilfredsstiller en af Ligningerne: 


Kg = Kä eller Kg = Ss, 
Men da. disse Ligninger er ensbetydende med henholdsvis: 
See ÖR EE Sy, 


folger Sætningen altsaa af Hovedsætningen i 7. 

9. 4 vilkaarlige efter hinanden folgende Spej- 
linger kan ombyttes med 2 Spejlinger. 

Dersom 2 paa hinanden folgende af de givne Akser falder 
sammen, er Sætningen indlysende. 

Dersom 3 paa hinanden folgende af Akserne gaar gennem 
samme Punkt (specielt uendelig fjzrnt), er Sætningen en 
Følge af 7. 

I det almindelige Tilfælde gaar man saaledes frem: Lad 
de 4 Akser vere a, 6, c, d. Paa a vælger vi et Punkt A, 
som ikke ligger paa A og fra A drager vi en Linie m til 
Skæringspunktet mellem 4 og c. I Folge 8 kan man da finde 
en Linie z saaledes, at 


SS. = SmSn; altsaa bliver 
Sd bd ed end 


Falder #7 sammen med d, er Beviset altsaa færdigt. 

Er z forskellig fra d fortsætter vi med at trække en ret 
Linie p fra A til Skæringspunktet mellem z og d, og finder 
derpaa en saadan Linie g, at 


Snod = Soda; altsaa 
Sees 
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Her gaar imidlertid a, m, p alle gennem A, og SaSmSp be- 
tyder altsaa efter 7 i Virkeligheden en enkelt Spejling S,, saa 
at vi til Slut finder: 
Hä NING 

10. 3 Spejlinger, hvis Akser a, 6 og c ikke gaar 
gennem samme Punkt, kan ikke sammensættes til én 
Spejling. 

Skærer a og 6 hinanden i P, der ikke ligger paa c, da er 


SSbSaP = SP, , 


og dersom S.SpSa altsaa skulde betyde én enkelt Spejling, 
maatte denne vere S., hvilket kun kunde finde Sted, naar 
Sp = Sa altsaa naar a og 6 faldt sammen. Var a og ġ paral- 
lele, kunde man benytte Skæringspunktet mellem 6 og c paa 
en ganske lignende Maade. 

II. Af 9 og 10 følger nu straks: 

Et ulige Antal efter hinanden følgende Spej- 
linger kan sammensættes til 3 (eller 1) Spejlinger. 

Et lige Antal efter hinanden følgende Spejlinger 
kan sammensættes til 2 Spejlinger (eller Identiteten). 

Da nu endvidere 3 Spejlinger, hvis Akser gaar gennem 
samme Punkt, ikke kan hæve hinanden; og da 3 Spejlinger, 
hvis Akser ikke gaar gennem samme Punkt, heller ikke kan 
hæve hinanden, fordi et Punkt paa den første Akse ikke efter 
de 3 Spejlinger kan føres tilbage i sig selv, saa følger heraf 
straks, at et ulige Antal Spejlinger aldrig kan erstatte et lige 
Antal. 

Vi kan derfor opstille følgende Definition: 

2 Figurer kaldes kongruente, naar de kan brin- 
ges til Dækning ved et lige Antal (2 eller o) efter 
hinanden følgende Spejlinger, hvorimod de kaldes 
symmetriske, naar de kan bringes til Dækning ved 
et ulige Antal (3 eller 1) Spejlinger. 

Heraf følger nu umiddelbart, at 2 Figurer, der er kongruente 
eller symmetriske med samme tredje, er indbyrdes kongruente. 


KONGRUENS OG SYMMETRI II 


2 kongruente Figurer (her tænkes paa hele Planen) kan 
aldrig være symmetriske. 

2 forskellige kongruente Figurer kan bringes til Dækning 
ved 2 efter hinanden følgende Spejlinger. Dersom Akserne 
for disse Spejlinger har et egentligt Skæringspunkt, vil dette 
Punkt ligge fast ved Flytningen. Dette Punkt kaldes Figurer- 
nes Drejningspunkt, og, Flytningen selv kaldes en Drej- 
ning om Punktet. Dersom Akserne for de to Spejlinger er 
parallele, viser man let, at Afstanden fra et Punkt til det til- 
svarende er konstant i, Størrelse og Retning. Den Flytning, 
som fører den ene Figur over i den anden, kaldes da en 
Parallelforskydning. | | ae = 

12. Ved en fuldstendig Vinkel (a, 4) vil vi her for- 
staa et ordnet System af 2 rette Linier a og #, der skærer 
hinanden i et egentligt Punkt (Vinklens Toppunkt). 

Idet vi specielt anvender den i 11 opstillede Definition af 
kongruente Figurer paa fuldstændige Vinkler, kan vi for det 
forste indse, at de fuldstændige Vinkler (a, 6) og (6, a) er 
symmetriske. Linierne a og 6 har nemlig i Folge 4 2 Spej- 
lingsakser. | | | 

Endvidere ses det, at fuldstændige Vinkler, hvis tilsva- 
rende Ben er parallele, er kongruente, idet de kan bringes til 
Dækning ved en Parallelforskydning (11). 

Dersom a og 5 skærer hinanden i O, kan der ikke gen- 
nem © drages nogen Linie A, forskellig fra A saaledes, at 
(a, 6) og (a, Al er kongruente. 

I saa Fald maatte nemlig 2 efter hinanden folgende Spej- 
linger med Akser gennem O fore (a, 6) over i (a, 6,); den 
forste Spejlingsakse kan vælges paa a (i Folge 8), og den 
anden maatte da staa vinkelret paa a. Men ved disse 2 Spej- 
linger gaar 5 over i sig selv, og kan altsaa ikke gaa over i 4,. 

Herved indses det nu, at der gennem et givet Punkt kan 
drages En og kun En Linie 4, som i Forbindelse med en given 
Linie a danner en fuldstændig Vinkel (a, 4), der er kongruent 
med en given Vinkel (2, 4). 
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En fuldstendig Vinkel kan være symmetrisk med sig 
selv, men det sker kun, naar Vinklen er ret. 
| Naar (a, 6) = (a, d er 5 og c parallele eller sammenfal- 
dende. 

Summen af 2 Vinkler (a, 6) og (9, q) defineres paa føl- 
gende Maade: Gennem Toppunktet for (a, 6) drages en Linie 
c saaledes, at (4, c) er kongruent med (o, q), og man sætter da 


(a, b) + (2, q) = (a, c). 


Idet man da regner indbyrdes kongruente Vinkler for lige- 
gældende (lige store), ser man, at den saaledes definerede 
Addition er entydig. Det bemærkes, at Vinklen (a, a) sæt- 
tes = Nul. 

2 symmetriske Vinkler har Summen Nul. 

At Additionen er kommutativ og associativ, bevises let 
ved Hjælp af Sætningerne i 11 

Ved Hjælp af en Parallelforskydning indses det, at 
(a, 6) + (4, c) = (a, c), hvor a, 6 og c er 3 vilkaarlige Linier. 

13. I Følge 12 er 2 kongruente Liniebundter fuldstændig 
bestemte ved Toppunkterne A og A, og et Par til hinanden 
svarende Linier a og a,. Er a parallel med a,, bliver ethvert 
Par til hinanden svarende Linier parallele. 

Er a ikke parallel med a,, faar ethvert Par til hinanden 
svarende Linier et egentligt Skæringspunkt. Man kan nu be- 
vise følgende Sætning : 

Naar 2 kongruente Liniebundter har forskellige 
Toppunkter og ikke kan dannes af hinanden ved 
en Parallelforskydning, da vil det geometriske Sted 
for tilsvarende Liniers Skæringspunkt være en 
Cirkel, som gaar gennem Liniebundternes Top- 
punkter. 

Beviset føres paa den Maade, at man betragter de to 
Drejninger, som hver for sig kan bringe det første Bundt til 
at dække det andet; den vinkelrette paa Midten af 44, be- 
tegnes med m; ved Spejling med Hensyn til a gaar a over 
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i dg, Og a, kan derpaa føres til Stillingen a, ved enhver af de 
to Spejlinger, hvis Akser 2, og ad er Spejlingsakser for a, 
og a. Drejningerne S,,Sm og Sq,Sm vil altsaa begge bringe 
det förste Liniebundt til at dække det andet. De to Drejnings- 
punkter O og O ligger der, hvor m skærer ë og di, . 

Lad nu a og a, skære hinanden i S (forskelligt fra O, O', 
A, A,); man kan da bringe det forste Bundt over i det andet 
ved 2 paa hinanden folgende Spejlinger, af hvilke den forste 
har sin Akse gaaende gennem O | a; den anden maa da 
have Aksen OS, og denne Linie bliver derfor Spejlingsakse 
for a og a,. Paa samme Maade ses det, at O'S ogsaa er 
Spejlingsakse for a og a, og da OS og O'S er forskellige, 
maa de vere vinkelrette paa hinanden. S ligger altsaa paa 
en Cirkel over OO som Diameter. 

Omvendt beviser man let, at ethvert Punkt S (forskelligt 
fra O, O', A, À) paa denne Cirkel vil give to Linier, AS og 
A,S, der svarer til hinanden i de givne Liniebundter. 

Thi AS har en tilsvarende Linie i det andet Bundt og 
skal skære denne Linie i et Punkt af Cirklen, altsaa i A eller 
i 5. Det staar altsaa kun tilbage at vise, at AA, i det andet 
Bundt ikke kan svare til AS i det forste Bundt. Dette ses 
saaledes: 

Dersom AA, i det andet Bundt svarede til AS i det forste 
Bundt, maatte 4,S i det andet Bundt svare til AA, i det første; 
dette vilde medføre, at 


(AA,, AS) = (AS, AA,). 


Dette vilde atter fore til, at S laa paa den vinkelrette paa 
Midten af AA,; men dette er umuligt, da det var forudsat, at 
A hverken faldt i O eller i O'. 

Punkterne O, O’, A, A, som blev udelukkede ved denne 
Undersggelse, behandles let. 

Da en Cirkel ‘er entydig bestemt ved 3 af sine Punkter, 
bevises det nu let, at to Liniebundter, hvis Toppunkter falder 
i 2 vilkaarlige Punkter af en given Cirkel, og hvis tilsvarende 
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Linier stadig skærer Cirklen 2den Gang i det samme Punkt, 
er kongruente. Altsaa: | 

Den nødvendige og tilstrækkelige Betingelse 
for, at 4 Punkter A, B, C og D ligger paa samme 
Cirkelperiferi, er den, at 


(AC, BC) = (AD, BD). 


14. Det er en bekendt Sag, at en elementærgeometrisk 
Sætning, der lader sig bevise ved Hjælp af Sætningerne om 
Periferivinkler, saaledes som disse kendes fra de elementære 
Lærebøger, ofte kan volde betydelige Vanskeligheder med 
Hensyn til Bevisets Alméngyldighed; der bliver ofte en næsten 
uoverskuelig Mængde af forskellige Tilfælde at undersøge. - 
Disse Vanskeligheder hæves fuldstændigt ved de Sætninger, 
vi har bevist i 13. Thi disse Sætninger er uafhængige af de 
særlige Beliggenhedsforhold, som de indgaaende Punkter maatte 
have. Eksempelvis skal vi nævne følgende Sætning: 2 Cirkler 
skærer hinanden i A og B. Gennem disse Punkter drages 2 
Linier a og 6, der skærer den første Cirkel paa ny i A, og 
B, den anden i A, og ZS: Linierne 4,4, og B,4, er da 
parallele. | 

Benytter vi den sidste Sætning 1 13, har man: 


(42, a) = (6, AB) = (4,2, a) 
altsaa (i Folge 12) 
A,B, < AB. 

Benytter man derimod Sætningerne om Periferivinkler, 
faar man et ikke ringe Arbejde med Betragtning af de for- 
skellige Beliggenhedsforhold, der kan gore sig gældende. 

Det er uden Tvivl den her nævnte Omstændighed, der 
har bevirket, at det Bevis, som Hilbert stiller som Nr. 2 for 
det specielle Tilfælde af Pascals Sætning, der behandles i 
»Grundlagen der Geometrie«, af Hilbert selv aabenbart er 
blevet anset for at være mindre tilfredsstillende; og i den 
Form Beviset har, er det ganske vist heller ikke almengyldigt. 
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Anvender man derimod den Sætning, vi har opstillet i 13, 
bliver Beviset fuldt tilfredsstillende. 

Den i det foregaaende fremstillede Lære om Kongruens 
og Symmetri har derfor ikke blot en rent teoretisk Interesse 
derved, at den er bygget op uden Brug af Beliggenhedsfore- 
stillingerne, men den synes ogsaa at kunne gore nogen virke- 
lig Nytte derved, at den i mange Tilfælde simplificerer Bevi- 
serne og letter Oversigten. a 

15. Med Hensyn til den videre Udvikling skal jeg nøjes 
med, foruden ovenstaaende Henvisning til Hilberts Bevis, for 
Pascal’s Sztning tillige at henvise til Hessenberg’s Bevis for 
Desargues’s Sætning om de homologe Trekanter med parvis 
parallele Sider*). Dermed er som bekendt Grundlaget for 
den projektive Geometri givet. 

Hvad den analytiske Geometri angaar, kan vi umiddelbart 
benytte Hilbert’s »Streckenrechnunge, dog med ét Forbehold. 
Vi kan nemlig ikke efter vore Forudsztninger uden videre 
tale om 2 Afstandes Sum. Naar vi derfor paa vort Grundlag 
vil danne en analytisk Geometri, kan vi gaa frem paa folgende 
Maade: Vi vælger 2 paa hinanden vinkelrette Koordinatakser 
X og Y, som skærer hinanden i O (Begyndelsespunktet). Ud 
fra O afsættes paa X og Y 2 lige store Afstande OF og OŁ; 
disse vælges som Enheder for henholdsvis Abscisser og Ordi- 
nater. Alle de Afstande, vi regner med, tænkes liggende paa 
X og Y, og de to Endepunkter af hver Afstand nzvnes i en 
bestemt Orden. 2 Afstande AB og A,2,, der ligger paa 
samme Akse, altsaa enten begge paa X eller begge paa Y, 
siges at vere lige store, naar A og ZB ved en Parallelforskyd- 
ning kan gaa over i henholdsvis A, og 4,, altsaa naar AB, 
og 5A, har samme Midtpunkt. Summen af 2 Afstande 4B 
og A B, der ligger paa samme Akse, bestemmes ved, at man 
afsætter BC = AB, i den nylig definerede Betydning, og 
man setter da AB + A,B, = AC. 2 Afstande OM og ON, 


+) Math. Ann. Bd. 61, S. 161. 
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der ligger paa henholdsvis X og Y, siges at være lige store, 
naar MN = EE,. Efter disse Aftaler er det altsaa muligt at 
regne med Koordinaterne, og man kommer da til de sædvan- 
lige Resultater angaaende rette Liniers Fremstilling. Begrebet 
»positiv Retning« eller »Omlobsretning« har vi ikke beskæf- 
tiget os med. 

Vi kan ikke skelne mellem Sum og Differens af 2 nume- 
risk givne Afstande, og kan derfor heller ikke skelne mellem 
Ellipse og Hyperbel, men maa behandle disse under ét som 
»Centralkeglesnit«. Det kan bevises, at enhver ret Linie skæ- 
rer et saadant Keglesnit i hojst 2 Punkter, men vi kan ikke 
opstille noget Kriterium for, hvornaar Skæringspunkterne eksi- 
sterer. 

Hvorvidt nu virkelig de grafiske Aksiomer er uafhængige 
af de Forudsætninger, vi her har opstillet, eller om de mulig- 
vis skulde kunne lade sig bevise ved disse, er et Sporgsmaal, 
som jeg foreløbig maa lade ubesvaret. Men man kan vel med 
nogen Ret sige, at Sandsynligheden taler for, at det første er 
Tilfældet. 


Med Hensyn til Behandlingen af Kongruens og Symmetri 
1 Rummet, er Metoden den, at 2 Figurer kaldes kongruente, 
naar de kan bringes til Dækning ved et lige Antal paa hin- 
anden følgende Spejlinger (med Hensyn til Planer), hvorimod 
de kaldes symmetriske, naar der skal benyttes et ulige Antal 
Spejlinger. 

Hovedsætningen i denne Undersøgelse bliver analog med 
Sætningen i 7, og bevises umiddelbart ved Hjælp af denne; 
den lyder saaledes: 

3 paa hinanden følgende Spejlinger med Hen- 
syn til Planer gennem samme Akse kan sammen- 
sættes til én Spejling, hvis Plan ogsaa gaar gennem 
denne Akse. 

Ved Hjælp heraf beviser man let, at 
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5 paa hinanden folgende Spejlinger kan redu- 
ceres til 3, og at 3 Spejlinger aldrig kan ophæve 
hinanden. | 

Herefter kan da ethvert ulige Antal Spejlinger reduceres 
til 3 (eller 1) Spejlinger, medens et lige Antal kan reduceres 
til 4 (eller 2 eller 0) Spejlinger. 

Man beviser nu let, at 2 Rumfigurer, hvis Punkter svarer 
entydigt til hinanden, saaledes at tilsvarende Afstande er lige 


store, er kongruente eller symmetriske. 


Litteraturanmeldelser. 


Maurer-Durège: Elemente der Theorie der Funktionen 
einer komplexen veränderlichen Grösse. 5te Udg. Leipzig, 
Teubner 1906. X + 397 S. i 8”. Pris 9 Mk, indb. 10 Mk. 

Man kunde fristes til at begynde en Anmeldelse af denne 
Bog med at spørge om, hvorfor den betegnes som ste Udgave 
af Dureges Lærebog — Forf. gør jo tilmed i Forordet nær- 
mere Rede for sine Grunde til at skrive en helt ny Bog 
istedetfor at foretage mindre indgribende Ændringer i den alt 
foreliggende. Lad mig imidlertid straks bemærke, at Maurers 
Lærebog er saa fortræffelig, at den ikke behøver den indirekte 
Anbefaling, der kunde ligge i ovennævnte Betegnelse. 

De to første Afsnit paa tilsammen 75 Sider giver som 
Indledning en kort Fremstilling af irrationale Tal, Punkt- 
mængder, komplekse Tal, den lineære Transformation, det al- 
mindelige Funktionsbegreb, Funktioner af reelle variable, Kon- 
tinuitet, det bestemte Integral, Grænseværdier af Funktioner 
med to reelle variable, Kurveintegraler, Fladeintegraler og den 
Gauss'ske Integralsætning. 

Alle disse vigtige Afsnit er gennemgaaende særdeles vel- 
skrevne; dog synes det mig, at Fremstillingen af de kom- 
plekse Tal er mindre tilfredsstillende, uden nogen virkelig 
systematisk Underbygning, hverken aritmetisk eller i geome- 
trisk Henseende. Den lineære Transformation forekommer mig 


Nyt Tidsskrift for Mat. B. XVIII, 2 
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meget klarere hos Burkhardt*). Derimod er Behandlingen 
af Planens stereografiske Projektion paa Kuglen fortræffelig. 

Anm. savner her et simpelt Eksempel paa ikke differen- 
tiable Funktioner; men maaske vilde et saadant forrykke 
Bogens hele elementære Karakter noget. 

Forst i 3dje Afsnit behandles de analytiske Funktioner; 
Forf. begynder med de rationale Funktioner og den konforme 
Afbildning; derpaa indføres det komplekse Integral, Residue- 
sætningen og Cauchys Integralsætning i sin elementzreste 
Form, uden at Forf. kommer ind paa Goursats**) ligesaa 
interessante som fundamentale Udvidelse. Der gives enkelte 
Eksempler paa Udledelse af bestemte Integraler med retlinet 
Integrationsvej, desuden Bestemmelsen af de Gauss’ske Sum- 
mer, ved Anvendelse af Cauchys Sætning. 

Af uendelige Rækker og Produkter behandles kun ligelig 
konvergente; men til Gengæld vises det, at saadanne Rækker 
og Produkter, hvis Led eller Faktorer er analytiske Funktioner, 
fremstiller analytiske Funktioner i Konvergensgebetet; Anven- 
delser paa Potensrækker. Ved Produktfremstillingen af hele 
Transcendenter behandles kun Funktioner, som bortset fra Fak- 
toren #8 *) er af endelig Genre. 

Disse Afsnit er fortræffelig skrevne; jeg skal særlig nævne 
Forfatterens Fremstilling af, at analytiske Funktioners Nul- 
punkter ligger diskret. Sjette Afsnit (40 Sider) giver en god 
Fremstilling af de dobbeltperiodiske Funktioners Teori med 
den Weierstrass’ske elliptiske Funktion (r) som Grund- 
lag. Samme Egenskab har Fremstillingen af de algebraiske 
Funktioner i ottende Afsnit. Forf. gaar her dog hverken ind 
paa Abel’ske Integraler eller Funktioner, hvilket jeg ikke 
kan andet end billige. 

Syvende Afsnit behandler analytisk Fortsættelse og fler- 
tydige Funktioner, medens Bogens niende og sidste Afsnit 
behandler den lineære Differentialligning af anden Orden, med 
Anvendelse paa den hypergeometriske Funktion og Schwarz’s 
Undersøgelser. 

I syvende Afsnit (S. 230) findes desværre en ligesaa grim 
som uforstaaelig Fejl. Forf. hævder, at Enhedscirklen maa 
være den naturlige Grænse for den for |r' < 1 regulære Weier- 
strass'ske Funktion. 


#) Funktionentheoretische Vorlesungen. Bd. I. 
+) American Math. Soc, Transactions. Bd. I, p. 14—16; 1900. 
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x? 
I + æt 


dette er rigtigt nok; men Begrundelsen er højst mærkelig, da 
Weierstrass selv dog antyder, hvorledes han har bevist oven- 
nævnte Egenskab ved W(x). Forf. hævder, at Enhedscirklen 
er den naturlige Grænse for W (x), fordi Polerne i de enkelte 
Led af Rækken ligger overalt tæt paa denne Cirkels Periferi! 
Dette er en grim Fejl, fordi en elementær Lærebog burde 
fremhæve, at Singulariteterne i en Rækkes enkelte Led ikke 
behøver at findes hos Rækkens Sum. Saaledes har man f. Eks. 
for |r|< 1, idet F betyder almindelige hypergeometriske 
Rækker, en Rækkeudvikling af Formen 


x 


| ee 
W (x) = I + 22 +: 1+ gi + + e. 


n = 00 


GI — > an AF (a + n, B+ 2, Y+22 + 1, v), 


D =0 


hvor a, B og y er vilkaarlige endelige, idet dog y ikke tor 
være negativ hel. Her har Rækkens enkelte Led Singulariteter 
i + I, medens dens Sum er en hel Transcendent. 

Af denne korte Angivelse af Bogens Indhold fremtræder 
Forskellen mellem denne og de tidligere Udgaver af Durèges 
Lærebog klart nok alene derved, at de tidligere Udgaver er 
skrevne i Riemannsk Aand, medens den ny Bog kun om- 
taler Riemannske Flader i Forbindelse med de speciellere 
flertydige Funktioner som elliptiske Integraler og algebraiske 
Funktioner; at Bogen derved har vundet betydelig i Værdi 
som Lærebog, synes mig hævet over enhver Tvivl. Af menings- 
forstyrrende Trykfejl har jeg kun fundet en enkelt (S. 367), 
hvor der staar 


; z 00 
T (2 + 1) -| e" Sr ds (=f "el i 


hvilken Fejl til Gengæld er ret ondartet, da Integralformlen 
hverken udledes eller senere omtales. | 

Jeg skal villig indromme, at mine Smaanker (undtagen 
den om Weierstrass’s Funktion) er ganske uvæsentlige overfor 
Totalindtrykket, at Bogen er en fortræffelig elementær Lære- 
bog i Funktionsteori, som jeg kun kan ønske den størst mu- 
lige Udbredelse og paa det bedste anbefale den unge Stude- 


rende; med sine koncise Definitioner og sin omhyggelige Frem- 
2% 


20 LITTERATURANMELDELSER 


stilling vil denne Bog give Eleven fast Grund under Fødderne, 
saa at han efter et omhyggeligt Studium af den staar fuldt 
rustet til at tage fat paa storre Værker og Specialafhandlinger. 
(Niels Nielsen.) 
? * 

Henri Poincaré: Wissenschaft und Hypothese. 
Autorisirte deutsche Ausgabe mit erläuternden Anmerkungen 
von F. und E. Lindemann (Teubner 1904, XVI + 342 S. 
Pris M. 4.80). 

Henri Poincare: Der Wert der Wissenschaft 
übertragen von E. Weber, mit Anmerkungen und Zusätsen 
von H. Weber, Prof. i Strassburg. Mit einem Bildniss des 
Verfassers (Teubner 1906, IV + 252 S. Pris M. 3,60). 

Disse to Boger horer hver for sig til de interessanteste 
som enhver, der overhovedet har nogen Interesse for almen- 
videnskabelige Spørgsmaal, kan faa at læse. Hovedafsnittene 
i Wissenschaft und Hypothese har til Overskrifter: Tal og 
Størrelse; Rummet; Kraften; Naturen. I Werth des Wissen- 
schaft lyder de: De matematiske Videnskaber; de fysiske 
Videnskaber; Videnskabens objektive Værdi. 

Som man allerede heraf ser, bevæger begge Bøger sig 
væsentlig paa det-samme Omraade; saameget desto mere maa 
det bemærkes, at den sidste gør et lige saa friskt og originalt 
Indtryk som den første; ja den synes mig endda nok saa let- 
læselig, i hvert Fald i den tyske Udgave. 

Et Hovedpunkt i Fremstillingen er det fra flere Sider be- 
lyste Forhold mellem Logik og Intuition, eller psykologisk 
` talt mellem Opfindsomhed og Bevisstyrke, der begge er lige 
vigtige for de eksakte Videnskaber; sagtens af Opposition 
mod en rigorøs stundom maaske noget snæversynet Skole 
lægger han i det hele og store en Forkærlighed for Opfind- 
somheden for Dagen. 

Hvad de fysiske Teoriers Udvikling angaar, lægger han 
Hovedvægten paa Kontinuiteten; han kan ikke blive træt af 
at paavise, at selv om de enkelte Teorier ganske vist kun 
har en begrænset ofte kun kort Levetid, har de derfor ikke 
gjort mindre Nytte, og at det væsentlige i dem lever igen i lidt 
ændrede Former. Netop en Matematiker faar lettest Øje her- 
for, idet tilsyneladende helt forskellige Teorier fører til de 
samme Differentialligninger. Dette historiske Syn staar i For- 
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bindelse med Forfatterens systematiske Opfattelse, nemlig at 
Videnskaben kun giver sig af med og kun kan give sig af 
med Undersøgelsen af Sammenhængen mellem Fænome- 
nerne. Det hele er baaren af en Ædruelighed lige overfor 
Teorier sammen med en Begejstring for det aandeliges Ret, 
som ger Læsningen paa mange Steder til en ren Nydelse. 

Der kan i en kort Anmeldelse som denne ikke godt være 
Tale om at gaa videre ind paa Enkeltheder. I det første Af- 
snit i »Wissenschaft und Hypothese« behandles Aritmetikens 
Begyndelsesgrunde, og Forfatteren gor her opmærksom paa, 
hvorledes Matematiken straks fra forste Færd af gor noget 
specifikt mærkværdigt ved at indføre et Symbol for et vil- 
kaarligt helt Tal; dette staar i Forbindelse med Berettigelsen 
af at bruge det sædvanlige matematiske Induktionsbevis. 

Ved Omtalen af de fysiske Antagelser gor Forfatteren den 
aandrige Bemærkning, at naar der findes én mekanisk Forkla- 
ring af et Fænomen, vil man kunne finde uendelig mange 
andre. Denne Paastand vakte i sin Tid megen Opsigt og gav 
Anledning til forskellige Arbejder. 

Hvad nu Fremstillingen af de fysiske Teorier angaar, er 
det paafaldende at lægge Mærke til, at til Trods for den korte 
Tid, der er forløbet mellem Bogernes Udgivelse, er der dog i den 
sidste adskillig mere Tvivl om de mekaniske Principers Sikker- 
hed end i den forste. Paa den anden Side fremhzves det dog 
ogsaa, at muligvis baade den ældre og den nyere (serlig paa 
Elektronteorien opbyggede) Teori kunde vere tvivlsomme. 

Det er muligt, at en eller anden af Forfatterens Meninger | 
kan trænge til Revision; det er saaledes besynderligt, at For- 
fatteren i de græske Matematikeres Værker ser gode Eks- 
empler paa Intuition Men en almenforstaaelig videnskabelig 
Fremstilling, der paa en aandrig Maade er saa tankevækkende 
som de to her nævnte Bøger, findes sjældent; de vil blive 
laste meget, og den første af dem er da ogsaa allerede ud- 
kommen i anden tyske Udgave. (C. Juel.) 


* * 
* 


Lehrbuch der Funktionentheorie von Dr. W. F. 
Osgood. In zwei Bänden, 1. Band 1. Hälfte (B. G. Teubner 
1906, Pris Mk. 7). 

Denne nye Lærebog i Funktionsleren — et Bind af den 
Teubnerske Samling af Lærebøger — har til Formaal at give 
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en ogsaa for Beyyndere brugbar Fremstilling paa Grundlag af 
Infinitesimalregningen og med stærk Fremhævelse af Bergrings- 
punkterne med ,Geometri og matematisk Fysik. Man maa ogsaa 
sige, at Bogen er letlzselig skreven, og at de tilføjede Ovelses- 
eksempler giver Bogen Karakter af en moderne Lærebog. Efter 
at Durége’s tidligere Bog i sin Nybearbejdelse af Maurer er 
bleven saa fuldstændig omskrevet, som sket er, maa man ogsaa 
sige, at der i høj Grad er Trang til en ny Bog, der fastholder 
Forbindelsen med de frugtbare Riemannske Ideer. 

Første Afsnit handler i Kap. 1 om Grundlaget for Diffe- ` 
rential- og Integralregningen, i Kap. 2 om reelle Funktioner af 
flere Variable, i Kap. 3 om ligelig Konvergens, i Kap. 4 om 
Kurveintegraler og (indledende) om flerdobbelt sammenhen- 
gende Omraader, i Kap. 5 om Mængdelæren. 

Det er fortræffeligt, at Forfatteren ikke har medtaget mere 
af Læren om Funktioner af reelle Variable, end han gør. Jeg 
er derimod tilbøjelig til at antage, at Forfatteren i det Hele 
ikke har vist tilstrekkelig Resignation i Mængdelæren. Selv 
om ganske vist almindelige Jordanske Kurver er udeladte af 
Betragtningen, er endnu regulære Kurver et vel stærkt almin- 
deligt Kurvebegreb at legge til Grund for en Fremstilling, der 
som Særegenhed vil hævde Forbindelsen med Geometrien. Da 
der netop herved kan frembyde sig saa mange Undersøgelser, 
der ikke finder en naturlig Plads i en Fremstilling efter Weier- 
strass’ Principer, kunde man nok finde sig i at give Afkald paa 
andet. Dog finder jeg det netop efter Bogens Plan som en 
Mangel, at der kun gives et ufuldstændigt Bevis for, at et Areal 
kan afbildes gensidig entydigt paa et Liniestykke, og endnu 
mere, at det slet ikke omtales, at en saadan Afbildning er 
umulig, naar Afbildningen yderligere forudsættes at vare kon- 
tinuert. Ogsaa den bekendte Sætning af Schönflies om entydig 
Afbildning synes mig at burde have faaet en naturlig Plads her. 

I andet Afsnit: Grundlag for den almindelige Teori om 
Funktioner af en kompleks Variabel, handler 6. Kap. om ana- 
lytiske Funktioner, de elementzre Funktioner og linezre Trans- 
formationer. Som karakteristisk kan eksempelvis fremhæves 
den sidste § om de lineære Transformationer i kinematisk 
Behandling. Mzrkelig nok savnes Henvisning til den Afhand- 
ling af Klein og Lie, hvor den først blev fremsat (Math. An- 
nalen, Bd. 4). Det 7. Kap. udvikler den Cauchy’ske Integral- 
sætning og dens mange Folgesætninger. Man lægger her 
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Mærke til en af Morera opstillet Sætning, der til en vis Grad 
er den omvendte af Cauchy's. Picard's bekendte Sætning he- 
vises ikke, den formuleres knap nok skarpt — der eksisterer 
jo desverre ikke noget virkelig simpelt Bevis for den. Der- 
imod bevises et specielt Tilfelde af den. Derefter finder Lau- 
rents Sætning og Goursats Bevis for Cauchy's Sætning (der 
ikke forudsætter Kontinuiteten af 7” (x)). 

Bogen, der er vel skrevet, vil gore udmærket Nytte, den 
repræsenterer, som allerede nævnt, et Standpunkt, der i vore 
. Dage i høj Grad trænger til nye Bearbejdere. Med særlig 
Interesse vil man afvente Fortsættelsen, da Teorien for alge- 
braiske Funktioner og deres Integraler i geometrisk Behandling 
vel nok afgiver det mest karakteristiske Eksempel paa Inter- 
essen ved de Riemann'ske Metoder. (C. Juel.) 


Eksamensopgaver. 


Opgaver til Skoleembedseksamen. Januar 1907. 


I. Af Ligningen 
I 
se (2) += v (2) 


skal de arbitrære Funktioner 9 og W elimineres. Til hvilken 
partiel Differentialligning kommer man herved? 


IL 1. Siderne A, B, C i en Trekant adc skæres af 
Linien X henholdsvis i /, m, n. Paa X findes et Punkt x be- 
stemt saaledes, at Dobbeltforholdet (Lasch = a. Naar end- 
videre ra, xb, xc henholdsvis kaldes Z, M, N, hvor stort er 
saa Dobbeltforholdet (LMNX)? | 

Naar a er givet og Trekant adc ligger fast, spørges om 
det geometriske Sted for x, naar Linien X 

enten 1) bergrer et i abc indskrevet Keglesnit, 

eller 2) bergrer en i abc indskreven Kurve af 3die Klasse 
(d. e en saadan Kurve, som i Liniekoordinater fremstilles ved 
en Ligning af 3die Grad, og som berører Linierne A, B, C). 

2. For den Rumkurve, der i et retvinklet Koordinat- 
system fremstilles ved 

x = du Ê + oo L + a, tt 
I = Ri À + Re À + Bs À 
2=V P+ B+ Yt, 
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Des équations (3), la troisième représente l’integrale dite 
de Jacobi. 
Posons, pour abréger, 


u de dm. 0 de 
or = de BEE a 
4 
8 8 (I — 
nf Min Mi EEE BUCH e 


Les équations (3) s'écrivent alors 


.a9 


ix 20 = W'y 
ie. = wi; 
dt 
Dr = w 


Si dans ces équations on introduit: 


dans la. première, dt = as, 


70 
dans la seconde, dt = SEN 
Se , dn TE de 

dans la troisième, d'abord t = N Ze et puis 0 = Zur , 
on obtient les quatre équations suivantes 

Ae AT 

dE 69? an = ; 

OB __Wn_, (5) or A Re (6) 

de 0 | dn T 


On voit que les systèmes (5) et (6) sont indépendants l’un 
de l’autre. Nous allons prouver qu'ils sont aussi équivalents. 
Eliminons, en effet, D entre les équations (5) et t entre les 
équations (6); il vient, après réduction, 


n r r ? n’ al rn d 
n” = (we — KG 75 + 4 TE (5) 


w 


g” = Gei, DS E'w';) 3 + ASEI V S (65's) 


SUR L'INTÉGRATION DU PROBLEME RESTREINT 27 


Les équations (zPi*) et (Giel constituent les équations diffé- 
rentielles des orbites; mais on voit aisement que ces équations 
sont équivalentes, la seule différence entre elles étant que dans 
(5°) on a pris E tandis que dans (6) on a pris n comme 
variable indépendante. Nous sommes donc assurés que l’un 
quelconque des systèmes (5) ou (6) suffira pour déterminer 
toutes les orbites du petit corps. Dans ce qui suit nous 
ferons usage des équations (5). 

On peut ramener le système (5) à la forme canonique en 


posant 
dn OH 
de og w 
a ow (Herm (7) 
dë m 


Il faut remarquer que la variable indépendante & entre dans 
le second membre des équations (7). 

On sait que, d'après un théorème bien connu de Jacobi,*) 
l'intégration d'un systeme de la forme (7) peut s'effectuer 
en trouvant une seule intégrale d'une certaine équation aux 
dérivées partielles. Cette équation est, dans notre cas, 


V',(V'g + 2n) + w = 0 (8) 


où V représente la fonction inconnue. Si, de cette équation 
d'apparence très simple, on peut tirer V en fonction de & den 
et d'une constante arbitraire a (autre que la constante C et celle 
qu'on peut toujours ajouter à V), le théorème de Jacobi nous 
apprend que la solution complète du systeme (7) sera 


V'a =B; Vin =8 (9) 


ou ß est une nouvelle constaute arbitraire. A ces équations 
on peut joindre la suivante qui résulte de l'équation (8) en 
tenant compte de l'intégrale de Jacobi w = Ot: 


Hie = — T — 21. (10) 


*) Jacobi: Dynamik p. 157; Tisserand: Mécanique céleste I. p. 15. 
3* 
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Avant de continuer, nous ferons encore une transformation 


des coordonnées, tendant à remplacer les radicaux par des 
fonctions holomorphes dans tout le plan. Posons à cet effet *) 


(11) 


vente ane sd, 


n = cos 2y j p= 2c0s# cosy 


Introduisons, au lieu de la constante C de Jacobi, la nouvelle 
constante arbitraire y = 2(C — u?), et posons 


P—— 4 Sin 27 COS 2y 
D—64(1+u)cosxcosy+64(1—u)sinxsiny — 2Ysin2xsin2y ¢ (12) 
— 2U Sin 2x sin 4y — 2u sin 4x sin 2y-++sin 4x Sin 4y 


On voit que les fonctions o et dh sont holomorphes dans tout 
le plan par rapport à x et y, et que w est linéaire par rapport 
a u et y. L’équation (8) s'écrit alors, après un calcul très 
simple, 


Vy (Vat 9) +b = 0. (13) 


Cette équation peut être transformée de la manière suivante. 
Nous posons 


Vy =; V, =—?— y. (14) 
Si À est considérée comme fonction de deux variables indépen- 
dantes x et y, on obtient à l’aide de l'identité RE Ue, 
ox oy 
pour la détermination de X, l'équation aux derivées partielles 
OA OA | 
e ND van ’ am! 
py När = Ny H MP (15) 


Remarquons que (15) est équivalent au système 


dy dr dx 
D XP ier, un) 


: *) Les x et y sont liées aux coordonnées Æ et F de Thiele (Astr. Nachr. 
3289) par les relations 
2x = E4 if 
2y = E— iF 
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qu'on met ensuite sous la forme canonique 


AN dok 

dx dA 

drt Y 
On aurait aussi pu obtenir (17) en posant, dans (7), E= cos 2x, 
n = cos 2y, 0 = aay Il est donc certain que nous avons 


en (17) les équations différentielles de l'orbite. 
Nous remplacerons les équations (15) — (17) par l'équation 


homogène 
d d ò 
pZ + OD AAO (18) 
‘ou, faisant une dernière transformation en posant À = 7 par 
ev + RE + När =o. (19) 
On voit que les coefficients de et de y sont des fonctions 
holomorphes dans tout le plan des variables x, y et Z; de plus 
‘le coefficient de SÅ est égal à l'unité. Ceci donné, on sait”) 


qu'il existe une intégrale f= const., holomorphe dans tout le 
plan par rapport aux variables x, y et Z, et se réduisant, pour 


` 


à volonté 


A 


*=0, à une fonction & (y, €) que l’on peut choisir 
pourvu qu'elle soit holomorphe dans tout le plan. 


Supposons que f soit de la forme 


FH=ht+TAt+GA+:-:- (20) 
ou les fa sont des fonctions de x et y. D’après ce qui précède 
on peut supposer que la série (20) est uniformément convergente ` 
dans tout le plan. Les fonctions f, pourront être déterminées | 
par récurrence au moyen de l'équation (19), en faisant des 
hypothèses particulières sur la nature de la fonction arbitraire 


+) Picard: Traité d'Analyse II, p. 323; Encyclopädie der mathe- 
matischen Wissenchaften, Il, p. 312. 
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ô (y, EL Faisons d’abord ô (y, 2) =7. On aura alors, pour 
x 


fer 


Si une série de la forme (20) est insérée dans (19), on 
trouve pour la détermination des coefficients fa la formule de 


récurrence 


= KC 


=0 (21) 


n—1Q'y + (72 — 2) fa —2 d'y — d —— 


On voit que, les conditions initiales étant données, on peut 
déterminer fa au moyen des deux coefficients précédents %-ı 
et Ze Il vient 


i, = 
Fie 
GÉIE 


Il est manifeste que, d'après la nature des fonctions o et 1, 
les intégrations pourront toujours être effectuées, et que les 
coefficients fa seront, a partir de f, des polynomes finis en 
sin x, cos x, siny et cosy. Nous n'écrirons pas ces polynomes 
à cause de l’assez grand nombre de leurs termes. 


Prenons ensuite ô (y, ©) = Nous aurons alors pour 


x=0: si == =f = ::.:—0, et l'on trouve par (21) 
Jo =0 
A=ı 
ñ=—| p'ydr 
0 
Ja = - py + 20 | on | ox 
3 0 


0 


qui sont aussi toujours intégrables. 
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Soient 4 et & deux constantes arbitraires; nous aurons 
deux séries uniformément convergentes pour toutes 
les valeurs finies de x, y et Z et représentant des inte- 
grales de (19) ou de (17), soit | 


„X 


h=y+ d ex | el öde dr + -.. 


k=%— d pydr + d EZTA el dx +... 
| 0 | 0 


Ces intégrales constituent donc les équations de 
l'orbite du petit corps. L’orbite étant trouvée, on introduit 
le temps par quadrature. On trouve, en effet, 


os 2 M, . E a 
EE 
= — 47 sin 24 sin 2 = 
d'où 
. dt e D i . i 
zy = 46 sin 27 sin 2y = — 4irpl. (23) 


Si, dans la valeur de Z tirée de (23), on introduit les coordon- 
nées p et g par (2) et (Ir), on trouve facilement 


I 


we (24:4 Algerien 


On en déduit une expression utile pour le module de €. Soit 


Sdt ; 1 el (<2) Å : | 
la vitesse relative v — HE + oy et soit la distance du 
petit corps au centre de gravité R = Veit g?. Alors 
I: I I 
2vļro 2Yrpw  2Y(R-C)rp+8(1+u)p+8(1-u}r 


On voit que nos séries (22) sont aussi convergentes, si la 


distance du petit corps à l'une des deux masses devient infini- 
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ment petite, à l'exception du seul cas où p =0, p= I. Siret 
p sont toutes les deux finies, les séries (22) ne cessent d’être 
applicables que si la vitesse relative devient nulle. 


Om Konstruktionen af Jordglober. 
Af Niels Nielsen, 

Denne Meddelelse er et Fragment af et ca. 1900 skrevet, 
ufuldendt Manuskript. Da andet videnskabeligt Arbejde i en 
overskuelig Fremtid hindrer mig i at fortsætte mine Under- 
søgelser over forskellige Spørgsmaal vedrørende Kartografien 
og dens praktiske Metoder, har jeg besluttet mig til at offent- 
liggøre dette Brudstykke, hvis rent elementære Betragtninger 
maaske kan paaregne nogen Interesse. 


& 1. Konstruktionens praktiske Udførelse. 


Konstruktionen af en Jordglobe maa foregaa tilnærmet, 
idet man tegner de ønskede Figurer paa plane Papirstykker 
og derefter klæber disse paa den Kugle, man ønsker at 
benytte. | 

Lad A og B vere Globens to Poler, PMO en Ækvator- 
bue, medens ADPB og AEQB er to Halvmeridianer, og Halv- 
meridianen ACMB halverer Ækvatorbuen PMQ. Paa Halv- 
meridianen AMB vælges dernæst et Punkt C, hvis Bredde, 
maalt i naturligt Vinkelmaal, er mx: 2; altsaa 


-MC _— 

ma” Mm 
tegnes nu Breddecirklen gennem C, skærende Meridianerne i D 
og Æ, bliver denne Cirkels Radius som bekendt Globens Radius 


multipliceret med cos (rx : 2), altsaa, idet Buerne DE og PQ 
har samme Grademaal: | | | 
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| - DE =~ PQ: cos =. | (2) 
Sættes endvidere 
~ PQ = zRo, (3) 


idet À betegner Globens Radius, faas derfor ogsaa 
~ DE = nRw cos = (4) 


For nu tilnærmet at konstruere den sphæriske Tokant 
APBOA rektificerer man de to Duer PMQ og AMB og kon- 
struerer derpaa i en Plan to rette Linier P,Q, = - PQ og 
A,B, =~ AB, saaledes at P,Q, og A,B, staar vinkelret. paa 
Midten af hinanden; det fælles Midtpunkt af disse Liniestykker 
betegnes ved M,. 

Dernæst konstrueres de to Cirkler med Centrerne O, og O,, 
bestemte ved Punkterne A,0,2, og A,/,2,, hvorefter Punktet 
Cı paa M,A, bestemmes, saaledes at 

M,C, _-MC 

MA, MAT * ee (5) 
endelig tegnes gennem C, den Cirkel, der skærer de to givne 
ortogonalt. Ortogonalcirklens Centrum betegnes ved Os, dens 
Skæringspunkter med Buerne A,P,B, og A,Q,B, ved hen- 
holdsvis D, og Æ 

Ved Globens Konstruktion erstatter man da Tokanten 
APBQA med Dobbeltsegmentet 4 P SO, A, og Breddecirkel- 
buen DCE med Ortogonalcirkelbuen D,C,Z,. Man plejer da 
ved denne tilnærmede Konstruktion at dele Globens Ækvator 
i 12 eller 18 ligestore Dele, hvortil henholdsvis svarer 


0.03: (6) 


Angaaende Breddecirkelbuen DE og Ortogonalcirkelbuen ` 
D,£,, der praktisk træder i Stedet for DE, fremgaer det at 
Konstruktionen, at disse Buer er ligestore for x =o og for 
x= I; for nærmere at kunne undersøge Differensen mellem 
disse Buer maa man imidlertid först beregne Radius p i Orto- 
gonalcirklen og < D,O,E, =€. 
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§ 2. Den virkelige og den approksimerede Breddecirkelbue. 


Radius > i de ligestore Cirkler med Centrerne O, og O, 
kan bestemmes af den retvinklede Trekant 0,2,M,; man har 
nemlig 5M, =nR:2 og OM, =r — 4P Q, =r — ROW: 2; 
altsaa erholdes 


hvoraf 


a (7) 


Betegner dernæst À den Vinkel, hvorunder Fælleskorden 
A,B, ses fra O,, faas 
ed — Fh 20 
2 OM, 1—wo? 


hvoraf de interessante Formler 


t N sind 20 À Lie (8) 
N 2 I+? 2 1 + 0? 


Af den retvinklede Trekant 0,D,O, faas endvidere 


0,0; = r? + p?; 
da nu 


M,C, =x. M,B, = #r sin gd 


giver den retvinklede Trekant O,M, 0, 


2 


O, 03” = (r cos Sg (o + zr sin x) , 


hvoraf uden Vanskelighed ved Sammenligning af de to Ud- 
tryk for 0,0, = 0,03”: 


I — x? N I—r? 
TR; (9) 


ti man har nR = 2. MA, = än SR af (9) findes: 


Ortogonalcirklens Radius er uafhengig af det 
valgte Tal o. | 
For nu at bestemme < D,O,E, = € udleder vi først 
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DE = 2p sin — (10) 


og projicerer dernæst Korden D,Z, paa P,Q, i FG, saaledes 
at F ligger nærmest ved P. Da Vinklen 0,D,O, er ret, faas 
< 0,0,D, = te, hvoraf | 

OF = r cos =, OM, = r cos à: 
altsaa erholdes 


DE, =2(0,F— 0,M,) = 2r (cos = — cos *), 


hvoraf ved (9) og (10) folgende Ligning til Bestemmelse af €: 


I—xz? ÅA . €E € A 
—_-—— - sin — - Sin — = COS — — cos —: 
2x 2 2 2 ` 2 


Indfores her som sædvanlig tg 1e som ny ubekendt, faas 
ved Anvendelse af (8) det interessante Udtryk 


€ À : 
tø — = xu = E: tg —ı II 
87 AN SE (11) 


hvoraf 
€ = 4 arc tg (wz). 


Dernæst findes uden Vanskelighed 


I -— x? 


~ Dı, = pe = EK, - arc tg (002), 
hvoraf ved Anvendelse af (4) 


I — x? 


-D,E —~ DE = Ro -( arc tg (wz) — cos 2) (12) 


saa at vi kun har tilbage at undersøge Funktionen 


— 72 
Q (2) = — - arc tg (02) — cos F, (13) 


idet x varierer fra o til 1. 
Antages el< = faas ved bekendte Formler følgende 


Rækkeudvikling 


36 NIELS NIELSEN: 


Q (x) = A,x? — Art + Are — Art, (14) 
hvor vi for Kortheds Skyld har sat 


IT 2n | 
(2) p28 w2 — 8 


eT EEN (15) 


§ 3. Afvigelsens Maksimum. 


Af Definitionen (13) for Q Lo faas umiddelbart, i Overens- 
stemmelse med Konstruktionen: 


Q(o) = 0, Q(1)=0; 


da nu 
I + +? I — x? T . (=) 
(Dye ee ee i 
QW (x) om are tg (cox) + DER + > Sin (= 
erholdes 


QHo)=o0, QU(1) = 2 -arc tg 0; 


endvidere haves ifglge (1 4) 
2 2 
Qo) = 7 — 2 — 2. 
4 3 


altsaa haves for begge Værdierne (6) for œ: Q(2(0)>0, saa- 
ledes at Q(x) er Minimum for x =0, men hverken Maksi- 
mum eller Minimum for v = 1. 

Under Anvendelse af den af (14) dannede Rækkeudvikling 


Q(x) = Bx — Br? + Bat— Byr + ...., (16) 
hvor almindelig 


T 2n 
C) 21100" 270 —? 


ERE = 
"(an —1)! 2241 z—ı 


(17) 


kan man nu uden Vanskelighed bevise folgende Sætning: 
Funktionen Q(x) er positiv i hele Intervallet 
o<r<ı; den er Maksimum for x = ca.o,7, men har 
ellers hverken Maksima eller Minima for disse 
Verdier af x. 
Bemerkes det nemlig, at de Rødder i den transcendente 
Ligning Q (x) =o, hvis absolute Værdier er mindre end 
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Lo er Fortætningspunkterne for de tilsvarende Rødder i de 
algebraiske Ligninger 
falx) = PB, — Bx? + Bari, + (— 1) 21 4142 = O, (18) 
hvor det positive hele Tal # stedse er voksende, følger oven- 
nævnte Sætning umiddelbart af, at alle disse Ligninger har 
en Rod i Nærheden af 0,7, men ellers ingen Rod i Inter- 
valet o< r< 1. | 
Man ser nemlig straks, at Ligningerne / (x) = 0 og 
fa (x) = 0 har denne Egenskab. Da Koeffcienterne B, er 
stærkt aftagende med voksende 7, medens alle de hele rationale 
Funktioner /,(x) er kontinuerte, slutter man heraf ved fuld- 
stændig Induktion, at / (x) =o for enhver endelig positiv hel 
Verdi af » maa have en Rod i Nærheden af 0,7, men ellers 
ingen Rødder faldende mellem o og 1. Da endvidere 
Q (1) (0,1) > 0, Q) (0,9) Lo, slutter man umiddelbart, at Funk- 
tionen Q(x) er positiv for O<z< I. 
Af (12) folger da endelig, at den storste Verdi af Diffe- 
rensen 
> D,E, — ~ DE 


aldrig kan overskride 1 Hundrededel af Globens Halvmeridian. 
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Man kan ikke klage over Mangel paa Lærebøger i ana- 
lytisk Geometri i vore Dage. Til de ældre Læreboger, hvoraf 
mange er velrenommerede, er altsaa kommen de ovennævnte 
nye. Disse er alle elementære i den Forstand, at de begynder 
forfra og ikke forudsætter andet end elementære Forkundskaber. 
Særlig beviser samtlige tydske Boger de Sætninger om Deter- 
minanter, der bliver Brug for, da Determinantteorien (fornuftig- 
vis) nu er i Færd med at forsvinde fra de tydske Skoler. 
Derimod kan de ikke siges at tage Sigte paa Skoleundervis- 
ning, dertil er de alle temmelig store, men naturligvis vil 


mange Lærere ved de højere Skoler vere vel tilfredse med: 


at have en sterre Fremstilling ved Siden af den egentlige 
Skolebog. Alle de ovenfor nævnte giver tillige en Indledning 
i den analytiske Projektivgeometri, og benytter projektive 
Koordinater saavel for Punkter som for rette Linier. 

Hesse’s Bog er velkendt; den er elementær i Ordets 
bedste Forstand og hører i Virkeligheden til dem, der har 
havt storst Indflydelse til at give vore Læreboger i analytisk 
Geometri den Elegance og Overskuelighed, som nu findes i de 
fleste. Kun ret Linie og Cirkel behandles. direkte, men ikke 
desto mindre findes en udførlig Fremstilling af Hovedsætnin- 
gerne om den Paskal'ske og den Brianchon'ske Sekskant, ret 
et Omraade for Hesses elegante Metoder. Baade i og for sig, 
og for sin historiske Betydnings Skyld er Hesses Bog værd 
at læse. 


Den af Thomae skrevne Lærebog er fremkommen som 
en udvidet Udgave af et Skelet, som Forf. tidligere har ud- 
givet til Brug for sine Tilhgrere. I Overensstemmelse hermed 
er den paa sine Steder temmelig kortfattet, men dette synes 
mig ikke er en stor Mangel. Læseren af en saadan udvidet 
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Lærebog maa dog almindeligvis forudsættes tidligere at have 
lest en mindre. Den begynder med Geometrien paa Linien 
og i Bundtet, og gaar derfra over til Geometrien i Planen, og 
der behandles Liniekoordinater, Dualitet, Cirklen, Keglesnit, 
saavel . projektiv som metrisk, Kollineation. Dette giver dog 
kun en løs Forestilling om Indholdet, der i Forhold til Bogens 
Størrelse er righoldigt. Fremstillingen er oplyst ved velvalgte, 
mest ret vanskelige Eksempler som Malfattis Problem, Bestem- 
melsen af Cirkler, der berører tre givne, Poncelets Sætning 
(for Cirkler) o. a. Bogen er aabenbart vel gennemtænkt, og 
man finder mange gode Bemærkninger f. Eks. angaaende 
Farerne ved en naiv Konstanttælling. | 

Et enkelt, ret væsentligt Punkt synes mig dog ikke at 
staa paa Hojde med det ovrige; det er Bestemmelsen af Af- 
standen mellem et Punkt og en ret Linie, hvis Normalform 
antages at vere x cosa + y sin a —p = 0. Her siges kun, at 
Afstanden bestemt paa sædvanlig Maade bliver positiv, naar 
Punktet og Begyndelsespunktet ligger paa modsatte Sider af 
Linien, hvorved altsaa Tilfældet 5 = o helt er udeladt af Be- 
tragtningen. Det mest rigtige er sikkert nok at sammenknytte 
den positive .Retning paa Linien med den positive Retning 
paa Liniens Normal. Den lille Skrobelighed har ogsaa paa- 
virket Areallæren, hvor Fortegnsbestemmelsen kun løselig er 
behandlet Men i det Hele er det en ikke helt let, men iov- 
"rigt fortræffelig Bog for den, der ud fra et elementzrt Kursus 
onsker at gaa videre i Teorien. 


Dr. O. Staude kalder paa Titelbladet sin Bog for en 
Haandbog, men i Indledningen kaldes den en Monografi. Det 
er ogsaa tvivlsomt, om den har Haandbogskarakter. I en saa- 
dan maatte saavidt jeg ser, f. Eks. ikke mangle Koordinattrans- 
formationsformlerne med rationalt indgaaende Parametre, thi saa- 
danne Formler maa man have for sig, da de vanskelig huskes. 
Som Haandbog tror jeg, at ingen nyere kan staa Maal med Baltzers 
ældre Bog. Arealer er regnede med Fortegn, dog kun Tre- 
kantens, da alt om Polygoner mangler. Trekantsarealet spiller 
forøvrigt en Hovedrolle, da Ligningen fra den rette Linie, lige- 
som ogsaa Afstand mellem ret Linie og Punkt bestemmes ved 
Hjælp deraf; det analoge sker i Rummet. Forf. fremhæver 
som Hovedprincip Stikordet: Lineære Ligninger og lineære 
Transformationer. I det Hele synes den klart skrevet; mest 
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udførlig er den i Rummet, hvor Liniekoordinater faar en god 
Behandling. En Hovedgrund til dens Fremkomst er dog ifølge 
Forordet den, at Forf. onsker at have en Indledning, der kan 
give ham Grundlaget for det andet Bind, der skal handle om 
Keglesnit og Keglesnitsflader; dette kan spores flere Steder, 
f. Eks. ved den Vegt, der er lagt paa Parameterfremstillingen. 


Den »Lehrbuch der analytischen Geometrie«, som L. 
Heffter og C. Koehler har skrevet, stiller sig et noget 
andet Maal end de ovennævnte, idet her Systematiken spiller 
den alt overvejende Rolle. Hele Geometrien deles i tre Hoved- 
dele, den projektive, den affine og endelig den zquiforme 
Geometri. Den forste dannes af de Sætninger og de Figurer, 
der bliver uforandrede ved en almindelig projektiv, den 
anden af dem, der bliver uforandrede ved en affin, og den 
sidstnzevnte af dem, der bliver uforandrede ved en ortogonal 
Transformation. Denne Inddeling anvendes szrskilt paa det 
endimensionale og det todimensionale Gebet. Fremstillingen 
synes gennemgaaende letlæselig, men det maa dog — til Trods 
for indstrgede Smaaopgaver — utvivlsomt betragtes som en 
Fiktion, at en virkelig Begynder skulde gore Alvor af for 
forste Gang at lere analytisk Geometri af en saa vidtloftigt 
systematiserende Bog som denne. Dens Betydning maa derfor 
søges i en mere videnskabelig Retning. Men er det Tilfældet, 
synes den mig at frembyde adskillige Mangler. Den ene er 
den, at Spørgsmaalet om et Axiomsystem svarende til de tre 
forskellige Geometrier saa at sige helt er udeladt. Forfatterne 
beklager dette selv i Forordet, men mener, at den kyndige 
Læser selv kan supplere dette. Men det er at slippe for nemt 
fra det, der egentlig er hele Hovedsagen; uden et bestemt 
formuleret Axiomsystem er det nemlig væsentlig ligegyldigt, 
om en Sætning udtrykkes paa den ene eller den anden Maade; 
enhver Sætning kan formuleres i alle tre Geometrier. Dette 
sidste folger vel nok af Bogens Udviklinger, men burde frem- 
hæves langt stærkere, Uden et ad axiomatisk Vej sat Skel 
mellem Geometrierne er det kun Tidsspilde at formulere og 
mere eller mindre vidtloftigt at bevise Sætninger af den affine 
Geometri, der jo alle kan dannes af simplere »zquiforme« ved 
Parallelprojektion. 

Paa den Maade, Forf. har taget Sagen, er Inddelingen 
aldeles tilfældig; man kunde lige saa godt tenke sig andre 
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Inddelinger. Hvorfor er det ikke lige saa vigtigt at udskille 
alle de Sætninger, der bliver uforandrede ved en Inversion, 
eller alle de Sætninger, der kun gælder om reelle Elementer, 
men taber deres Gyldighed, naar imaginære medtages. Det 
sidste fremhæver jeg, fordi Forfatterne ikke synes at have Øje 
for det herhen horende. Jeg tænker særlig paa Hovedsæt- 
ningen i 3. Kap.; her defineres en kollineær Transformation 
som en saadan én-éntydig, der forer Punkt og ret Linie atter 
over i henholdsvis Punkt og ret Linie med Bevarelse af Inci- 
denserne. Herat sluttes nu först som hos v. Staudt, at der til 4 
harmoniske Punkter atter svarer 4 saadanne, og deraf atter, 
at tilsvarende lineære Rækker af reelle Punkter er projektive. 
Det sidste sker efter Darboux’s Metode ved Hjzlp af en 
Funktionalligning; det synes mig ikke ganske svarende til 
Bogens ellers rent algebraiske Karakter, men det er jo rigtigt 
nok. Derefter benyttes nu den forud beviste Sztning, at en 
vilkaarlig Projektivitet paa en (reel) ret Linie er bestemt ` 
allerede ved Forbindelsen mellem de reelle Punkter, og heraf 
sluttes saa, at i en Kollination er altid tilsvarende linezre 
Rækker projektive. Dette sidste Ræsonnement er fuldstændig 
falsk, og hele Definitionen har kun Gyldighed for reelle Ele- 
menter, I det Hele synes det mig, at det Forsøg, Forf. har 
gjort med at udarbejde en efter sin Idé i og for sig god 
videnskabelig Systematik, i en elementær Lærebog ikke er 
falden heldig ud. | 


I systematisk Henseende gor M. Mandarts Geometrie 
analytique ikke særlige Fordringer. Den lægger hele Hoved- 
vægten paa dels at indøve Metoderne, dels at anvende disse 
til Bevis for en Rigdom af smukke og fundamentale Sæt- 
ninger, hvad den ger med stor Elegance. Indholdet er I: 
Cartesiske Koordinater, Ligningen af forste Grad; Punktrækker 
og Liniebundter (elementær Projektivgeometri), Cirklen. Il: 
Ligningen af anden Grad, Ellipse, Hyperbel og Parabel. III: 
Keglesnittenes almindelige Teori, Ligedannede Kurver, Pol og 
Polar, Sætningerne af Pascal, Brianchan, Chasles o.s.v.; Fælles 
Punkter og Tangenter; Dobbeltrorende Keglesnit til to givne; 
Reciprokke Polarer. IV: Homogene trilineære Koordinater med 
en smuk og maadeholden Brug af invariantteoretiske Syns- 
maader til Bestemmelse af de sædvanlige kovariante Keg- 
lesnit. 


Nyt Tidsskrift for Mat. B. XVIII, 4 
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Som man ser gaar Bogen — der i meget minder om 
Salmon's Conic sections — frem fra lettere til sværere. Som 
Lærebog vil Anm. i hej Grad anbefale den til mere eller 
mindre fremskredne Læsere. (C. Juel.) 


* * 
* 


Maurice Godefroy: Théorie élémentaire des séries. 
VIII + 266 S. i 8°. Paris 1903 (Gauthier Villars). Pris 8 fr. 

Ovennævnte Titel er misvisende i Forhold til Bogens Ind- 
hold: den, der, villedet af Titlen, venter sig en elementær 
Fremstilling af den almindelige Rækketeori, vil blive skuffet, 
hvilket fremgaar alene af den Kendsgærning, at Bogen ikke 
meddeler en Toddel af Pringsheims fundamentale Under- 
sogelser, selv om hans Navn nok nævnes et Par Gange. 

Efter Indholdet at domme burde Bogens Titel hedde: 
Théorie des transcendantes élémentaires avec une 
introduction sur les séries infinies. De efterfølgende 
Bemerkninger betragter Bogen ud fra dette Synspunkt. 

Af Rækketeorien medtages kun de sædvanlige elementære 
Konvergenskriterier, dog ikke det logaritmiske. Vedrørende 
Rekkers Multiplikation gives kun Mertens’s Sætning. Der 
gores godt Rede for betinget og ubetinget Konvergens; det 
samme gælder ligelig Konvergens med Anvendelser paa Po- 
tensrækker, hvor Forf. mærkværdigvis indskrænker sig til kun 
at betragte reelle Variable. 

Resten af Bogen behandler de elementære Transcendenter, 
derunder Fundamenterne af Gammafunktionens Teori, men 
desverre ligeledes kun for reelle Variable. 

De her hen hgrende forskellige Afsnit, der med den oven- 
nævnte beklagelige Indskrænkning er velskrevne, giver en ret 
udførlig Teori for de elementære Transcendenter med deres 
forskellige Rækkeudviklinger. Derunder bergres saa mange 
forskellige Ting som Bernoulliske Polynomier, Kuglefunktioner, 
Cylinderfunktioner, Weierstrass’s berømte entydige, konti- 
nuerte men ikke differentiable Funktion, Eulers Summations- 
formel etc. etc. 

Forfatterens talrige Kildecitater giver navnlig for den zldre 
Literaturs Vedkommende et klart Overblik over de elemen- 
tere Transcendenters Udviklingshistorie. Hvad den nyere 
Literatur angaar, synes Kildecitaterne mig langt fra altid ram- 
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mende, idet de ikke altid -giver det første Sted, hvor ved- 
kommende Formel eller Sætning findes. 

Det er beklageligt, at Forf. ikke har kunnet give Wirt- 
ingers elementære Udledelse af Eulers Summationsformel 
(Acta Mathematica Bd. 26, p. 255—272; 1902); men dette 
har vel været umuligt, da Wirtingers Athandling angives 
at være trykt i Juli 1902. 

Jeg er noget i Vildrede med Hensyn til, for hvem denne 
Bog kan være bestemt. Det synes mig i hvert Fald ikke 
pædagogisk heldigt at give en Begynder den i Hænder, da 
den indskrænker sig til kun at betragte reelle Variable, skønt 
den med akkurat samme Ulejlighed kunde have givet de be- 
tragtede Formler i deres almindeligste Skikkelse. Dertil kommer 
at Bogen ikke altid kan kaldes systematisk. Hvad skal 
det f. Eks. sige at Forf. pag. 104 omtaler Rækken 


x x? 
PR on 


Xx? 


77723. (m +1)" 2) 


som Legendres Rekke, naar han dog p. 113 indforer Cylinder- 


funktionen n i 
m | m-+2 m+4 
(2) (3) (3) 


wm, ee ee ee © © + Be 


POSTS D ma AT 
uden at omtale dens Forbindelse med Ọm (x)? 

For den modnere Matematiker er Bogen derimod en let og 
fornøjelig Lekture; den samler paa et Sted en Mængde mere 
eller mindre interessante Enkeltheder, som man ellers maa 
søge sammen fra forskellige Skrifter. Jeg kunde have ønsket, 
at Forfatteren tillige havde medtaget de forskellige Kædebrøks- 
udviklinger for de elementære Transcendenter; de hørte dog 


naturlig hjemme i en.saadan Fremstilling. 
Niels Nielsen, 


* 
* 


Paul Bachmann: Zahlentheorie, fümfter Teil (IV + 548 
Sider. Pris indb. M. 17. B. G. Teubner 1905. 

Det her foreliggende femte Bind af Bachmanns store Tal- 
theori giver en Fremstilling af de algebraiske Tallegemers 


AT 
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almindelige Theori, idet Behandlingen af specielle Tallegemer 
forbeholdes et senere Bind. En enkelt Undtagelse fra denne 
Plan findes dog, idet det galoiske Legeme er medtaget paa 
Grund af dets ejendommelige Stilling overfor et almindeligt 
Tallegeme. 

Fremstillingen er saa at sige helt igennem bygget paa det 
Dedekindske Idealbegreb; de betydeligste af Hensels Arbejder 
paa dette Omraade er benyttede, ligeledes Hilberts Afhand- 
ling i »Jahresber. d. deuts. Mat. Ver.«; Kroneckers Theori er 
derimod næsten fuldstændig forbigaaet, og Kummers Begreb 
»Ideale Tale er kun lige nævnet. | 

Bogen giver en særdeles fyldig Fremstilling af de alge- 
braiske Tals Theori; nogle faa Eksempler tjener til Belysning 
enkelte Steder, saaledes er den almindelige Theori i 5. Kap. 
oplyst ved Anvendelse paa det kvadratiske Legeme, der dér 
er meget udforligt behandlet. Fremstillingen kunde maaske 
nok have veret klarere (se f. Eks. Webers Fremstilling i 
2. Bind af Algebraen), idet Definitionerne ikke er skarpt for- 
mulerede og paa en ret kedelig Maade spredt rundt i selve 
Teksten, saa at man vanskelig kan finde dem, naar man har 
Brug for dem, navnlig da Bogen ganske mangler Register, 
hvilken Mangel bliver szrdeles folelig paa Grund af den Vrim- 
mel af nye Begreber, der bydes den i denne Theori ubevan- 
drede Læser. Som Ekspl. paa, hvor lidt igjnefaldende Defini- 
tionerne er, fremsættes følgende Definition af et saa vigtigt 
Begreb som »Hauptideal« (p. 135): »Wenn aber insonderheit 
y irgend eine bestimte ganze Zahl des Körpers ist, so bildet 
die Gesamtheit aller in g enthaltener Vielfachen von y ein 
Ideal, welches ein Hauptideal gy genannt werde — — —«; 
som man ser er denne Definition ikke let at finde i en Fart 
blandt Bogens 548 Sider. 

Maaske er disse Indvendinger ganske betydningslgse over- 
for en igvrigt god Bog, men de nævnte Ting virker dog ret 
irriterende og ger Bogen ganske ubrugelig som Haandbog, 
idet man dog til en saadan maa stille den Fordring, at man 1 
Hast kan finde, hvad man søger. Iøvrigt er Bogen som Hel- 
hed vel egnet til at give et godt Begreb om de algebraiske 
Tals Egenskaber, og den opmuntrer til videre Studium af 
dette interessante Afsnit af Matematikken, for saa vidt er For- 
fatterens Hensigt fuldt ud naaet. N. R. Jorgensen. 
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Loste Opgaver. 


288. De Arealer, der samtidig gennemlobes af fire be- 
grænsede rette Linier, som henhgre til en uforanderlig plan 
Figur, der bevæger sig i sin Plan, tilfredsstille stedse en ho- 
mogen Ligning af forste Grad. Bevis denne Sætning og angiv . 
den geometriske Betydning af Koefficienterne. — Hvilken Form 
antager Ligningen i det særegne Tilfelde, naar et af de fire 
Liniestykker er uendelig fjernt? H. G. Zeuthen. 


Losning. Betegnes de 4 omhandlede Arealer henholds- 

VIS 4, Aa Ug Og u, Skal man bevise, at man har 
Ma + Agta + + Mau = O, (1) 
hvor \,, À, A, og À, ere Konstanter. 

Det er tilstrækkeligt at godtggre Rigtigheden af Ligningen 
for en uendelig lille Bevægelse af Figuren. Denne Bevægelse 
kan opfattes som en Drejning om det instantane Rotations- 
centrum. . 

Betegnes dette ved O og ere A; og DB; Endepunkterne 
for et af Liniestykkerne 4, bliver det ved en uendelig lille 
Drejning dd om O beskrevne Areal Differensen mellem de to 
Sektorer JOA;"de og 40B,"d0 >: 

4 (04; — OB) a0. 
Projiceres nu © vinkelret paa 4 og er Projektionen P, 
faar man: 
~ OA — OB? = 4P? — BP? = 1, (AP, + BP). 
Naar dernæst Forbindelseslinien mellem © og Midtpunktet M; 
af Liniestykket A kaldes pi, og dens Vinkel med Liniestykket 
betegnes o, har man 
AP + BP, = 20; cos qi. 
Følgelig bliver det af 4, beskrevne elementære Areal 
Lo; COS qid 0 
og Arealerne beskrevne af de fire Liniestykker i Tidselementet 
Up: cos pi] d0, hvor Summationen [] skal udføres, idet z an- 
tager Værdierne 1, 2, 3 og 4. 

For nu at vise Rigtigheden af Ligningen Ap cos qi] = 0, 
er det tilstrækkeligt at godtgøre, at denne Ligning gælder for 
1 == =! = I, idet andre Værdier af Liniestykkernes 
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Længde kun vil medfgre en Forandring i Storrelsen af de til- 
svarende Koefficienter À. 

Man skal altsaa bevise, at [ipi cos oi] = 0. 

Tænker man sig da igennem hvert af de omhandlede 
Liniestykkers Midtpunkt draget en Vinkelret paa Liniestykket, 
faar man fire nye Linier, og for enhver af disse er p; cos 9; = fi, 
. dens lodrette Afstand fra Rotationscentret ©. 

Den Sztning, der skal bevises, lyder altsaa nu saaledes: 
Der er givet 4 vilkaarlige Linier; disses Afstande til et vil- 
kaarligt Punkt O vere 2,, 22, Ps, Pas man skal da godtgøre, at 


[M2] = 0, (2) 
idet Summationen udtrækkes til Værdierne 1, 2, 3 og 4 for z, 
og idet \’erne ere Konstanter. Udtager man nu 2 af Linierne, 
ville de skzres af en 3die, saaledes at der dannes en Trekant; 
Siderne paa de 2 første Linier vere a, og a, paa den 3die a,; 
man har da, naar Trekantens Areal kaldes 7, 


Pi + Pag + Pat; = 21. 
Erstatter man dernæst den 3die af Linierne med den fjerde, 
vil denne i Forbindelse med de 2 forste Linier bestemme en 
anden Trekant med Areal 7’, og betegnes nu de til a,, a, og 
a, svarende Sider i den nye Trekant henholdsvis o, a’, og 
a,, bliver ligeledes 


Zuch + PO's + Pad = 277. 


Indfgres Betegnelsen & for Forholdet imellem Arealerne 7 og 
T' 5: sættes 27’ istedenfor T, faar man ved Subtraktion af 
de to sidste Ligninger, efter at den sidste er multipliceret 
med E: 

21 (Q, — Aal) + Pa ës — ka'a) + pgs — pika, = O, 


hvorved man har godtgjort Rigtigheden af Ligning (2). 


For de 4 Koefficienter har man 


M = 04 0, Ny = Og — kog, À = Og og À = — ko; 


Cl, Oy 
idet & = nal oer liver 
a’, a’ 
a, a 
o NE e 9 À =—0, —- Sec H SCH 
2 1 di QW, 


Ere nu de 2 første Linier EC og EA, den 3die og 4de Linie 
henholdsvis DA og CB, kan man i Firkanten ABCD drage 
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Diagonalerne AC og BD samt fra A drage AG = BD og fra 
D Linien DF Z CA. 

Man kan da vise, at Siderne i Firkanten ADGF fremstille 
de søgte Koefficienter i den homogene Ligning. 

Man har nemlig 


GD=0,:2—— =, 


a’ 
EA, DN 
Hi 
Endelig er EG=a,:—-; EF =Q: 
H: Hi 
EG a, EC e 
altsaa ER LE Følgelig er FG = BC og man har 
EG ` UE 
FG = u: 767 4 ae 


Dersom det ene af de oprindelig givne Liniestykker er 
uendelig fjernt, bliver den Vinkelrette paa dette gennem dets 
Midtpunkt ligeledes uendelig fjern. Antages dette at være den 
fjerde af de 4 Linier (altsaa CB), bliver Diagonalen AC parallel 
med. EC 5: DF falder sammen med DE; ligeledes bliver Dia- 
gonalen DB parallel med ZLB 5: AG falder i AZ. Firkanten 
ADGF reduceres da til Trekanten ADE og de 4 Koefficienter 
A, À, À og X, bliver da henholdsvis lig o, a,, a, og Nul, 
medens den fjerde af Perpendikulærerne p, bliver uendelig. 
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Produktet — Z,\, er imidlertid altid lig #, + pA, + Seat 
altsaa bliver i Grænsetilfældet: 9,4, + 2, + Dada = 27. 
V. H. O. Madsen. 


Den, om man saa vil, rent geometriske Form af Sæt- 
ningen, kan, som ovenstaaende Lgsning viser, let udvides til 
Rummet og vilde da lyde: Lad A,, 4,...4, og B,, B,...B, 
vere to Samlinger af faste Punkter i Rummet; man kan da 
altid finde 5 saadanne Konstanter a, m,...m,;, at man, naar 
X er et vilkaarligt Punkt i Rummet, har 


5 5 
Zm AA? = Zm,XB,?. 
1 1 


Det vilde være interessant, om man skulde kunne give 
denne Sætning en mere kinematisk Form svarende til den 
oprindelige for den plane Sætning. (Bed) 
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Om Grundlaget for Læren om simple Kurver 
= Af J. Hjelmslev. 


Hensigten med nærværende Afhandling er i det væsent- 
lige den at give en Definition af simple Buer. Det vigtigste Resul- 
tat er det, at en simpel Bue i Planen kan defineres som 
en perfekt sammenhængende plan Punktmengde, 
der højst har 2 Punkter fælles med en ret Linie, 
medens en simpel Bue i Rummet kan defineres 
som en perfekt sammenhængende Punktmængde, 
der højst har 3 Punkter fælles med en Plan. Disse 
Definitioner viser sig at medfgre Eksistensen af en bestemt 
Tangent og en bestemt Oskulationsplan i ethvert Punkt af 
Buen til hver Side for Punktet. Endvidere viser det sig, at en 
elementær Bue i Rummet, der hgjst har 4 Punkter fælles med 
en Kugle, i ethvert af sine Punkter har en bestemt oskulerende 
Kugle og en bestemt Krumningscirkel til hver Side for Punk- 
tet. Det betragtede Kurvebegreb falder i det væsentlige sam- 
men med det, der ligger til Grund for C. Juels interessante 
Arbejder: »Indledning i Læren om de grafiske Kurver« (Vid. 
Selsk. Skr. 1899) og »Om ikke-analytiske Kurver« (Vid. Selsk. 
Skr. 1906). 


Om Punktmengder. 


Det Rum, vi betragter i det folgende, er det reelle, fuld- 
stændige, projektive tredimensionale Rum. Dette Rum er 2 
Gange sammenhzngende, men indfgrer vi en fast Plan, som 
_ »den uendelig fjærne Plan«, vil enhver anden Plan dele det 
øvrige Rum i 2 adskilte Dele (den nøjagtige Betydning heraf 
forudszttes bekendt). Hvor vi velger den omtalte faste Plan, 
er ligegyldigt. En Plan bliver efter vore Forudsætninger ogsaa 


2 Gange sammenhzngende, men ved Indforelse af en fast 
Nyt Tidsskrift for Math. B XVIII. | 5 
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Linie som »den uendelig fjærne Linie« i Planen opnaar man, 
at enhver anden Linie i Planen deler Resten af Planen i 2 
adskilte Dele. 

Ved flere af de følgende Undersøgelser vil det være be- 
kvemt — om end ikke nødvendigt — at benytte metriske 
Bestemmelser, og det vil da vise sig naturligst at benytte en 
elliptisk Maalbestemmelse knyttet til en imaginær Fundamental- 
flade med et reelt ikke-singulært Polarsystem; dette er nemlig 
den eneste Maalbestemmelse, der kan tillægges Betydning for 
alle Elementer af vort Rum. For 2 vilkaarlige givne Punkter 
A og B vil Afstanden mellem A og 2 altsaa faa Værdier af 


å T : 
Formen + a + gn, hvor O<a< > medens 2 er et vilkaar- 


ligt helt Tal, Ved den numeriske Afstand mellem A og B 
vil vi da forstaa ~ 


| AB| =|BA| =a. 


Naar vi i det folgende taler om Afstanden mellem 2 Punk- 
ter, mener vi altid den saaledes bestemte numeriske Afstand. 
Vinkler antages maalte paa lignende Maade. 

2. Ved en Punktmængde forstaas en Samling af Punkter, 
"enten et endeligt Antal (mindst 1), eller uendelig mange. 

Er Punkt P siges at være Grænsepunkt for en Punkt- 
mængde M, naar der for enhver positiv Verdi af € findes 
Punkter af Mængden, hvis Afstand fra Per mindre ende. For 
en Punktmængde, der bestaar at et endeligt Antal Punkter, 
findes der altsaa ikke noget Grænsepunkt, men man kan be- 
vise, at enhver Punktmængde, der indeholder uendelig mange 
Punkter, har mindst ét Grænsepunkt. Denne Sætning er imid- 
lertid indbefattet i folgende mere almindelige Sætning: 

Naar der foreligger en uendelig Række af Punkt, 
mængder M, M,, M,....eksisterer der mindst ét 
Punkt P saaledes, at der for enhver positiv Værdi 
e findes uendelig mange af de opgivne Mængder, der 
hver indeholder mindst 1 Punkt, hvis Afstand fra P 
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er mindre end £. De forelagte Mængder behøver ikke alle 
at være forskellige. For at bevise Sætningen tænker vi os 
Rummet inddelt i 23" Dele (2 positiv hel) ved Hjælp af følgende 
Flader: 


1) En Række af 2°-" koncentriske Kugleflader med Cen- 
trum i et vilkaarligt Punkt O og med Radierne: 


N 271 37% N 


2m 2m e ei 


den sidste Kugle er altsaa en Plan. 


2) En Række af 2"-*-Omdrejningskegleflader med Top- 
punkt O og fælles Akse a, og med de halve Topvinkler: 


N N2 32 T 


pe ai aer 
den sidste Kegleflade er altsaa en Plan. 


3) Et Bundt af 2" Planer gennem a, saaledes at Vinklen 


mellem 2 paa hinanden folgende er ' 


En saadan Inddeling af Rummet vil vi, svarende til Tal- 
let z, kalde en Inddeling af #’te Orden, og enhver af de 259 
Dele, hvori Rummet er delt, skal kaldes et Element at x’'te 
Orden. Elementets Begrænsning regnes med til Elementet. 

Vi tænker os nu efterhaanden indført en Inddeling at 
Iste Orden, 2den Orden, 3dje Orden . . .. , idet vi for hver 
Gang vi skrider frem til en ny Inddeling benytter alle de 
Deleflader, der er benyttede ved den foregaaende Inddeling. 
Vi kan nu indse, at der maa være mindst ét saadant Element 
af īste Orden, at uendelig mange af de forelagte Mængder 
M, M,, M, .. . hver har mindst ét Punkt beliggende i Ele- 
mentet. Lad et saadant Element være £,; dette maa atter 
indeholde mindst ét Element Æ, af anden Orden, der indehol- 
der Punkter fra uendelig mange af Mængderne, o. s. v. Paa 
denne Maade tænker vi os dannet en bestemt Række af Ele- 

5* 
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menter £,, Zu, £,,... I Folge Forudsætningen om Rum- 
mets fuldstændige Kontinuitet vil der da eksistere et Punkt ?, 
som ligger i alle disse Elementer. Dette Punkt P er imidlertid 
et saadant Punkt, hvis Eksistens vi skulde paavise; man ser 
nemlig let, at det er muligt at vælge z saa stor, at der fin- 
des et Volumenelement af #’te Orden, der indeholder P og 
ligger helt inden i en Kugle med Centrum P og Radius e. 

Til vort Bevis skal endnu bemærkes folgende: Hver Gang 
et Element Z, er valgt, vil der maaske blive flere Elementer 
Ep +, at vælge imellem, idet Æ, indeholder ialt 8 Elementer 
af p + I'te Orden; men disse 8 Elementer kan vi nummerere 
paa en bestemt Maade, saaledes at »Orienteringen« af disse 
8 Elementer er uafhængig af p. Rækken FEE, 
kan da tænkes bestemt saaledes, at efter at Æ, er bestemt, 
vælges Z,+: som det første af de i Æ, indeholdte 8 Ele- 
menter af p + I'te Orden, der opfylder den Betingelse at inde- 
holde Punkter fra uendelig mange af de givne Mængder. Der- 
ved opnaar man at faa Rækken fuldstændig defineret. 

3. En Punktmængde siges at være afsluttet, naar den 
indeholder alle sine Grænsepunkter. Heraf følger straks, at 
naar 2 afsluttede Mængder har Punkter fælles, vil alle disse 
fælles Punkter udgøre en afsluttet Mængde. 

Har man enRække af uendelig mange afsluttede 
Punktmængder M, M, M,.... hvoraf enhver er 
indeholdt i(eventuelt identisk med) denforegaaende, 
maa der være mindst ét Punkt, der findes i alle 
Mængderne. 

Der findes nemlig i Folge Sætningen ovenfor mindst ét 
Punkt P saaledes beskaffent, at der for enhver positiv Værdi 
_ af £ findes uendelig mange af de givne Mængder, der hver 
indeholder mindst ét Punkt, hvis Afstand fra P er mindre 
end €, og da Mængderne er afsluttede og enhver af dem 
er indeholdt i den foregaaende, maa P findes i alle Meng- 
derne. 

4. Naar to afsluttede Punktmængder M og A er 
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saaledes beskafne, at det for enhver positiv Værdi 
e er muligt at finde 2 Punkter A og Bi henholdsvis 
M og N saaledes at | AB|<Ee, da maa Mengderne 
have mindst ét Punkt fælles. 

Bevis: Af M afleder vi en ny afsluttet Mængde M. paa 
folgende Maade; om hvert Punkt af M som Centrum lægges 


en Kugleflade med Radius € (<=). Alle de Kugler, som 


begrænses af disse Kugleflader (selve Kuglefladerne medreg- 
nede) udgør da tilsammen en afsluttet Mængde, som vi beteg- 
ner med M.. Paa lignende Maade dannes en Mengde JN: 
M, og N: vil da efter det givne have en afsluttet Mængde S, 
fælles. Vi danner nu efterhaanden Mzngderne: 
Se Dkr dr 
2 4 

Om disse Mængder ved vi, at enhver af dem er indeholdt 
i den foregaaende, og der maa da vere mindst ét Punkt 2, 
som hgrer med til dem alle; men dette Punkt P er Grænse- 
punkt for baade M og N og findes derfor i dem begge. 

5. Centralprojektionen M’ (paa en Plan) at en 
afsluttet Mængde M, fra et Ojepunkt, der ikke hører 
til M, maa vere en afsluttet Mengde. 

Enhver Sestraale som ligger saaledes, at der for enhver 
positiv Verdi € findes Punkter i M, hvis Afstand fra Sestraa- 
len er mindre end €, maa nemlig efter den foregaaende Sæt- 
ning indeholde mindst ét Punkt af M, altsaa ogsaa af M’. 
Herved ses det straks, at ethvert Grænsepunkt for M’ hører 
med til M' 9: M’ er en afsluttet Mængde. 

6. En afsluttet Mængde kaldes sammenhængende, 
naar Mængden ikke lader sig dele i 2 afsluttede Mængder 
(uden noget fælles Punkt). Eksempler: 1) En konveks Bue, 
hvis Endepunkter regnes med til Buen; 2) Et konveks Legeme 
(Overfladen medregnet) i Forbindelse med et Liniestykke, der 
har et Punkt fælles med Legemets Overflade, men iøvrigt 
falder uden for Legemet. 
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Naar 2 sammenhængende afsluttede Mængder har mindst 
et Punkt fælles, udgør de tilsammen en enkelt sammenhæn- 
gende Mængde. 

Naar 2 afsluttede Punktmængder M, og M, har ét og 
kun ét Punkt P fælles, og de tilsammen udgor en enkelt sam- 
menhængende afsluttet Mængde, da maa enhver af Mængderne 
M, og M, nodvendigvis være sammenhængende. Var f. Eks. 
M, ikke sammenhængende, saa at den kunde deles i 2 afslut- 
tede Mængder M,' og M,” (der ikke havde noget Punkt fæl- 
les), da maatte én og kun én af disse Mængder f. Eks. My 
indeholde P. Man havde da 2 afsluttede Mengder M, + MY 
og M,” som ikke havde noget Punkt fælles, og som tilsam- 
men skulde udgøre M, + M,, hvilket strider imod det givne. 

7. Centralprojektionen M’ (paa en Plan) af en 
sammenhængende afsluttet Punktmængde M, fra et 
Ojepunkt, der ikke hører til M, vil vere en sam- 
menhængende afsluttet Punktmængde. 

At M" er afsluttet, ved vi fra det foregaaende (5); vi skal 
altsaa kun bevise, at den er sammenhængende. Var M’ ikke 
sammenhængende, saa at den lod sig dele i 2 afsluttede Mæng- 
der My og M,', da maatte disse være Centralprojektioner af 
2 Mængder M, og M,, som tilsammen udgjorde den oprinde- 
lige Mængde M. Da My og M; ikke har noget Punkt fælles, 
kan M, og M, heller ikke have noget Punkt fælles. Da #7; 
indeholder alle sine Grzensepunkter, og altsaa ikke har noget 
Grænsepunkt, der hører til M,, kan M, ikke have noget 
Grænsepunkt, der horer til M,. M, maa derfor indeholde alle 
sine Grænsepunkter 9: M, er afsluttet; paa samme Maade ses 
det, at M, ogsaa maatte vere afsluttet; men dette strider imod 
at M, + M, = M skulde vere sammenhængende. 

En Punktmængde kaldes perfekt, naar 1) Mængden er 
afsluttet, 2) ethvert Punkt i Mængden er Grænsepunkt for 
Mængden. | 

Af denne Definition folger straks, at en sammenhængende 
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afsluttet Mængde enten bestaar af ét eneste Punkt eller ogsaa 
er den perfekt. a u | 

En sammenhængende afsluttet Mængde, som indeholder 
mere end I Punkt, vil vi derfor betegne som en perfekt 
sammenhængende Mængde. 
8. Naar en plan perfekt sammenhængende Punktmængde 
M ikke har noget Punkt fælles med en vis ret Linie  i 
Punktmængdens Plan, kan man betragte.~.som den uendelig 
fjerne Linie i Planen og derefter benytte, at enhver anden 
ret Linie 7 deler den øvrige Plan i to adskilte Dele. Dersom 
MM nu har 2 af sine Punkter liggende paa modsat Side af 4 
da maa denne Linie indeholde mindst ét Punkt af M. I mod- 
sat Fald blev M delt af Zi 2 Punktmængder, der ikke havde 
noget Punkt fælles, og hvoraf den ene ikke kunde have noget 
Grænsepunkt der hørte til den anden; disse 2 Mængder maatte 
altsaa hver for sig være afsluttede, hvilket strider imod, at 
de tilsammen skulde udgøre en sammenhængende Mængde. 

Det er klart at en lignende Sætning kan opstilles angaaende 
perfekte sammenhængende Mængder i Rummet. 


Plane Kurver. 


9. Vi vil nu undersøge en perfekt sammenhængende 
Punktmængde M i Planen, som har den Egenskab, at der 
ikke findes nogen. ret Linie, der har mere end 2 Punkter fæl- 
les med M. Foreløbig forudsættes det, at der eksisterer en ret 
Linie y i Planen, som ikke har noget Punkt fælles med M; 
denne Linie x vil vi da betragte som Planens uendelig fjærne 
Linie; vi kan derefter sige, at M ligger »helt i det endelige«. 
Lad os nu forbinde 2 Punkter A og B i M med en ret Linie 
Z, og lad os begynde med at antage, at alle de øvrige Punk- 
ter af M ligger helt paa den en Side af Z Det lader sig da 
bevise, at M er en konveks Bue med Endepunkter A og 2.*) 


*) Angaaende Definition af en konveks Bue, se dette Tidsskr. 1905, »Om 
konvekse Omraaderé, S. 93. 
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Vi vælger en ret Linie p, der skærer / i et Punkt C imellem 
A og B (dette vil altsaa i Virkeligheden sige, at Punktparret 
AB og det Punktpar, hvori / skæres af p og den uendelig 
tjærne Linie zx, skiller hinanden); p maa da i Folge 8 inde- 
holde mindst et Punkt af Mængden M; tillige véd man at » 
indeholder højst 2 Punkter af Mængden. Lad os prove, om 
det sidste er muligt, om 2 altsaa kan indeholde 2 Punkter P 
og Q af Mængden; p vil dele alle øvrige Punkter af Mængden 
Mi 2 Mængder M, og M,, den første indeholdende A, den 
anden B. Hver af Mængderne M, og M, maa have mindst ét . 
af Punkterne P og Q til Grænsepunkt; i modsat Fald bestod 
nemlig M af 2 adskilte perfekte Mængder. 

Man kunde altsaa antage, at M, havde P, men ikke Q 
til Grænsepunkt, medens M, havde Q, men ikke P, til Grænse- 
punkt; dette vilde imidlertid ogsaa fore til, at M bestod af 2 
perfekte Mængder. Tilbage staar da kun den Mulighed, at 
mindst en af Mængderne M, og M, maa have begge Punkter 
P og Q til Grænsepunkter. Lad os antage, at Mængden M, 
har disse Grænsepunkter, medens M, kun har det ene af dem, 
P resp. Q, til Grænsepunkt; M, + P, resp. M, + Q, maa da 
være en perfekt sammenhængende Mængde, da M i modsat 
Fald ikke kunne være sammenhængende; ligeledes ses det, at 
M, + P+ Q ogsaa maatte vere en perfekt sammenhængende 
Mængde. Dersom enhver af Mængderne M, og M, havde baade 
P og Q til Grænsepunkter, da maatte baade M, + P+ Q og 
M, + P+ 0 vere perfekte Mængder, og mindst én af dem 
maatte være sammenhængende, da de tilsammen skal udgore 
den givne Mængde M. I alle Tilfælde kan man altsaa gaa ud 
fra, at enten M; + P+ Q eller M, + P + Q er en perfekt sam- 
menhængende Mengde. Det vil da vere tilstrækkeligt at be- 
tragte det Tilfælde, da M, + P+ Q = My er perfekt og sam- 
menhængende. Bestegnelserne for Punkterne P og Q antages 
valgte saaledes, at P ligger mellem Q og C. Den rette Linie 
BP har kun Punktet P fælles med M og alle de øvrige 
Punkter af My deles altsaa af den nævnte rette Linie i 2 
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Mængder M, og M, (indeholdende henholdsvis À og Q) saaledes 
at saavel M, + P som M, + Per perfekt og sammenhængende. 
En vilkaarlig ret Linie BR gennem 2 antages valgt saaledes, at 
P og Q ligger paa modsat Side af Linien. BR skærer Mæng- 
den M, i Punktet À. Den Del af M, + P, der ligger paa 
samme Side af BR som P, vil da i Forbindelse med & ud- 
gøre en perfekt sammenhængende Mengde M,. Ved Central- 
projektion fra Q vil nu Mængderne M, + P og Ai projiceres 
paa AB i 2 Liniestykker med fælles Endepunkt C; det ene 
af disse Liniestykker maa være indeholdt i (eller falde sammen 
med) det andet; der kan altsaa gennem Q drages en Linie, der 
indeholder et Punkt af begge Liniestykker, og som derfor 
ogsaa indeholder et Punkt fra hver af de to Mængder M, og 
Ai, Men denne Linie vilde altsaa have 3 Punkter fælles med 
den oprindelige Mængde M, hvilket er umuligt. 

© Vi har altsaa bevist, at enhver ret Linie 2, der skæ- 
rer det endelige Liniestykke AD, maa indeholde ét 
og kun ét Punkt, af M. 

Antager vi nu, at to rette Linier p og g gennem C aka, 
rer M i henholdsvis P og Q, da vil PQ skære Forlængelsen 
af Liniestykket AB. En vilkaarlig Linie 7 gennem C saaledes 
beliggende, at Pog Q ligger paa modsat Side af 7, vil skære M 
i et Punkt À, saaledes at R og C ligger paa modsat Side af 
PO. Hvis dette nemlig ikke var Tilfældet, kunde man gennem 
R drage en Linie saaledes, at PQ og AB laa paa modsat Side 
af Linien, og denne Linie maatte indeholde 2 Punkter af M 
foruden A, hvilket er umuligt. Samlingen af alle de endelige 
Liniestykker, der forbinder C med de forskellige Punkter i 47, 
kan nu let vises at udgøre et konveks Omraade. Vælges nem- 
lig 2 af disse Liniestykket CP og CQ, og vælges paa disse 
Punkterne henholdsvis P, og Q,, da vil ethvert Punkt A, af 
Liniestykket P,Q, nodvendigvis ligge paa et Liniestykke CR, 
hvis Endepunkt À hører til M. Det saaledes bestemte kon- 
-vekse Omraade begrænses af Liniestykket PQ og alle Punkter 
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i M. Altsaa er det nu bevist, at den forelagte Punktmængde 
M er en konveks Bue. 

10. Vi havde her forudsat, at de Punkter A og Ð, vi 
valgte, laa saaledes, at alle andre Punkter af Mlaa paa samme 
Side af Linien 45. Vi vil nu antage, at M har Punkter paa 
begge Sider af AD. Punkterne paa den ene Side af AB dan- 
ner en Mængde M,, og Punkterne paa den anden Side en 
Mængde M,. Ved lignende Betragtninger, som vi ovenfor 
har anstillet, ses det da, at mindst én af Mængderne M, og 
M,, f. Eks. M, maa have begge Punkterne A og B til Grænse- 
punkter og sammen med disse Punkter udgøre en perfekt 
sammenhængende Mængde, altsaa en konveks Bue, medens 
den anden Mængde M, enten 1) kan have begge Punkter A 
og B til Grænsepunkter og sammen med disse udgøre en 
perfekt sammenhængende Punktmængde, altsaa en konveks 
Bue eller 2) kan have begge Punkter A og B til Grænsepunk- 
ter og sammen med disse udgøre 2 perfekte sammenhængende 
Mængder M, og M, den ene indeholdende A, og den anden 
B, eller 3) kan have ét og kun ét af Punkterne 4 og Ð, f. Eks. 
A til Grænsepunkt og sammen med A udgøre en perfekt 
sammenhængende Mengde M,. I første Tilfælde vil 47 altsaa 
bestaa af 2 konvekse Buer med fælles Endepunkter, og maa 
altsaa udgøre en fuldstændig Oval. I andet og 3dje Tilfælde 
vil Mængden M, være en perfekt sammenhængende Mængde, 
der højst har 2 Punkter fælles med en ret Linie, og som højst 
har 1 Punkt fælles med en ret Linie gennem Æ. Det vises da 
let (Smign. 9, sidste Stykke), at de Liniestykker, der har 
fælles Endepunkt Z, medens det andet Endepunkt hører til 
M, maa udgøre et konveks Omraade, saa at M, maa være 
en konveks Bue. Paa ganske lignende Maade vises, at M, (i 
det andet Tilfælde) ogsaa er en konveks Bue. Da hele Mæng- 
den højst har 2 Punkter fælles med en ret Linie, maa den 
altsaa være en konveks Bue. 

Altsaa: Naar en perfekt sammenhængende plan 
Punktmængde højst har 2 Punkter fælles med en 
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ret Linie og ligger helt i det endelige, maa den 
nødvendigvis enten vere en fuldstændig Oval eller 
en konveks Bue. 

11. Vi forudsatte ved den foregaaende Undersggelse, at 
den Mængde M, der var forelagt, laa helt i det endelige, alt- 
saa at der eksisterer en ret Linlez, der ikke indeholder noget 
Punkt af M. Men man kan nu bevise, at en saadan Linie 
altid eksisterer. Vi vælger 4 forskellige Punkter A, B, C og D 
af Mængden. Linierne AB og CD deler hele Planen i 2 Dele. 
Hvis kun den ene af disse Dele indeholder Punkter af M, fin- 
der man en Linie x i den anden af de to Dele. Hvis begge 
Dele indeholder Punkter af Mzengden, bliver denne af de 2 
Linier delt i 2 Dele M, og M,, hvor vi regner A, B, C, D 
med til M, og M, for saa vidt de er Grænsepunkter for 
disse Mængder. M, maa altsaa bestaa af hojst 4 perfekte 
sammenhængende Mængder, hvoraf enhver hgjst har 2 Punk- 
ter felles med et ret Linie, og som altsaa kan betragtes som 
konvekse Buer. Til en af disse Buer B lægges en Tangent #, 
hvis Roringspunkt P ikke netop falder i et Endepunkt af 
Buen; denne kan ikke have andre Punkter fælles med M end 
Roringspunktet. Havde den nemlig endnu et Punkt Q fælles 
med M, maatte der gennem Q kunne drages en Linie, som 
havde 3 Punkter fælles med M; man kunde nemlig gennem 
Q drage en Linie, der skar B i 2 Punkter. | 

Mængden M bestaar nu af B og den resterende Mængde 
M — D til hvilken sidste vi regner Punkterne A, B, C og D, 
for saa vidt de er Grænsepunkter for Mængden. M kan altsaa 
siges at bestaa af de 2 perfekte Mængder B og Ai B; 
disse Mængder har mindst et Punkt (4, B, C eller D) fælles. 

Tangenten 7 rører B i P og har ikke noget Punkt fælles 
med M— B; Afstanden fra et Punkt i M—B til ¢ kan ikke 
blive saa lille det skal være, ellers kunde den nemlig ogsaa 
blive Nul (4). Det er derfor muligt at bestemme en saadan 
Vinkel med Toppunkt T paa ¢ (men ikke i P), at denne 
Vinkel omslutter ¢ og ikke indeholder noget Punkt af M— 8; 
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men i denne Vinkel kan bestemmes en Linie, der ikke skærer 
B, og, da den heller ikke skærer Ai B, har den intet Punkt 
felles med M. Vi har altsaa bevist, at der altid eksisterer en 
Linie, der ikke har noget Punkt fælles med M. 

Dersom man stadig benytter den samme uendelig fjærne 
Linie, saaledes som i den Euklidiske Plan, kan man altsaa sige: 
naar en perfekt sammenhengende Punktmængde 
i Planen hojst har 2 Punkter felles med en ret 
Linie, maa den enten selv vere en endelig konveks 
Bue (specielt en fuldstændig Oval), eller ogsaa kan 
den ved en perspektivisk Transformation omdan- 
nes til en saadan. 

En fuldstændig Oval eller en Kurve, der ved en perspek- 
tivisk Transformation kan omdannes til en saadan, kalder vi 
‘en Kurve af 2. Orden (eller en projektiv Oval). 

Vi definerer derfor en elementær Bue som en per- 
fekt sammenhængende plan Punktmengde, der højst 
har 2 Punkter fælles med en ret Linie. 

Om en saadan elementær Bue ved man, at der i ethvert 
Punkt findes en bestemt Tangent til den ene Side og en be- 
stemt Tangent til den anden Side; men disse to Tangenter 
behøver ikke at falde sammen. *) 

12. Ved en enkelt-lukket plan Kurve i den pro- 
jektive Plan vil vi forstaa en plan Punktmængde, 
der kan afbildes ubetinget én—éntydigt og konti- 
nuert paa en fuldstendig ret Linie. For saa vidt man 
kun betragter den endelige Plan, er det saaledes definerede 
Kurvebegreb undersøgt af Jordan**) og for ganske nylig af 
Schoenflies***. Her vil vi imidlertid tage den fuldstæn- 
dige projektive Plan i Betragning uden dog at gaa ind paa 


*) Angaaende Bevis for Tangenternes Eksistens henvises til Fortes for- 
nævnte Afhandling »Om konvekse Omraader«. 
**) Jordan: Cours d’Analyse, T. I. 1893, S. 96. 
#k*) Schoenflies: Beiträge zur Theorie der Punktmengen, Math. Annalen, 58., 
59. og 62. Bd. 
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Undersogelser af, hvorvidt Kurven deler eller ikke deler Pla- 
nen i 2 fuldstændig adskilte Dele. 

Et Punkt P af Kurven kaldes et simpelt Punkt, naar det 
paa hver Side af P paa Kurven er muligt at afgrænse en ele- 
mentær Bue med Endepunkt D Naar alle Kurvens Punkter er 
simple Punkter, vil vi kalde Kurven en simpel lukket 
Kurve. 

En simpel lukket Kurve eraltid sammensat af 
et endeligt Antal elementære Buer. 

Bevis: Vi vælger en bestemt positiv Omlgbsretning paa 
Kurven. Ud fra et vilkaarligt Punkt P paa Kurven kan vi da 
til den positive Side for P afskære en elementær Bue PP, af 
Kurven; fra ?, kan atter (til den positive Side) afsættes en 
elementær Bue AP, o. s. v. Et Punkt Q af Kurven kalder 
vi nu med Henblik paa disse Operationer et tilgængeligt 
Punkt, saafremt det kan vere Endepunkt P, for det sidste af 
et endeligt Antal Buer som de omtalte PP, PP, ..., 
Pı-:Pı. Naar Q er tilgængeligt, vil ogsaa ethvert Punkt af 
Buen PP,P, ... Q vere tilgængeligt. Enten maa da alle Punk- 
ter af Kurven være tilgængelige d. e. Kurven bestaar af et 
endeligt Antal elementære Buer, eller ogsaa eksisterer der et 
Punkt À saaledes at ethvert Punkt af Buen PR er tilgænge- 
ligt, medens À selv ikke er tilgængeligt; men dette sidste er 
umuligt. Efter Forudsætningen kunde man nemlig til den nega- 
tive Side for R afsætte en elementær Bue RS, hvor A var et 
tilgængeligt Punkt; men dette vilde stride imod, at À er util- 
gængeligt. Sætningen er hermed bevist. 

Kurven siges at være elementær i Punktet P, naar der 
paa Kurven findes en elementær Bue, som indeholder P, men 
ikke ender i P. 

13. Ensimpellukket Kurve, der er elemen- 
tæriethvert af sine Punkter, er nodvendig- 
vis af 2. Orden. 

Vi vælger en bestemt positiv Omlobsretning paa Kurven. 
Fra et Punkt 4 paa Kurven kan man ved ud fra A at afsætte 
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en elementær Bue paa Kurven til den positive Side naa et 
nyt Punkt Z; saafremt de Punkter B, man paa denne Maade 
kan naa, udfylder hele Kurven, er Kurven af 2. Orden; saa- 
fremt Punkterne B ikke udfylder hele Kurven, maa der paa 
Kurven findes en saadan bestemt Bue AA,, at ethvert Punkt 
paa denne Bue, beliggende imellem A og 4, er et af de om- 
talte Punkter B, medens der ikke findes noget af Punkterne 2 
paa Buens Forlængelse, Denne Bue maa vere elementær; 
enhver Linie, der ikke gaar gennem A,, skærer nemlig Buen 
i hojst 2 Punkter, og en Linie, der gaar gennem A, skærer 
Buen i højst et Punkt til; skar den nemlig Buen foruden 
i À, tillige i P og Q, hvor Buen AQ antages at indeholde P, 
kunde man paa Buen OA, vælge et Punkt R saaledes at Buen 
PR var elementær, og der kunde da gennem P drages en 
Linie, der skar Buen PR i et nyt Punkt Q,, og som tillige 
skar Buen RA, i et Punkt Æ, forskelligt fra A,; men dette 
strider imod at Buen AR, skulde vere elementær. 

Buen AA, betegnes som den største elementære Bue, der 
fra A kan afsættes hen ad Kurven til den positive Side. Da 
der altid kan findes en ret Linie, der ikke skzrer Buen, vil vi 
i det folgende forudsætte, at Buen AA, ligger helt i det ende- 
lige. Den begrænser da i Forbindelse med Liniestykket Ad, 
et konveks Omraade, som vi betegner med 2,. 

Vi betragter nu 2 endelige konvekse Buer, a og a,, dan- 
nede ved Forlængelse af Buen AA, ud over henholdsvis 4 og 
A,, saaledes at a og a, ikke har andre Punkter fælles med 
Linien AA, end henholdsvis A og A,. Mindst én af disse Buer 
maa ligge paa samme Side af Linien AA, som Buen 44,; 
i modsat Fald ser man nemlig let, at Buen AA, ikke kunde 
vere den største elementære Bue, der fra A kunde afsættes hen 
ad Kurven. Lad os nu antage, at a, ligger paa samme Side 
af Linien AA, som Buen 44,. 

Da Kurven er konveks i Punktet 4,, kan man paa Buen 
AA, og paa a, velge 2 saadanne Punkter, at den mellem- 
liggende Bue er konveks, og man kan derfor ogsaa paa Buen 
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AA, vælge et Punkt P saa nær ved A,, at Linien AP skærer 
a, i et saadant Punkt Q, at Buen PQ bliver konveks. Det af 
denne 'Bue og dens Korde begrzensede konvekse Omraade 
ligger i det Omraade, der begrænses af Buen PA, samt Lini- 
erne AP og AA,, og ligger derfor ogsaa i %,. 

Altsaa: Forlængelsen af Buen AA, ud over A, vil til at 
begynde med ligge i 2,. Endvidere vil Tangenten til denne 
Forlængelse i A, enten være den rette Linie AA, eller en 
Linie 4,7, der forbinder A, med et Punkt 7 paa Buen 44A, 
saaledes a, ligger paa samme Side af 4,7 som Buen ZA. 

Vi opseger nu paa Kurven den storst mulige elementære 
Bue A,A,, der udgaar fra A, til den positive Side. Denne 
Bue maa vere endelig; i modsat Fald indeholdt den nemlig 
en endelig konveks Bue 4,A,’, hvis Endepunkt <A,’ faldt 
uden for 2,; men dette er umuligt, da en saadan Bue nød- 
vendigvis maatte skære Buen AA, (den kan nemlig efter det 
foregaaende ikke skære Linien AA,). 

Buen 4,4, ligger altsaa helt inden i Z,; den begrænser 
derfor i Forbindelse med sin Korde et nyt konveks Omraade 
2», der er indeholdt i 2,. Som ovenfor ses det nu, at mindst 
en af Forlængelserne af Buen 4,A, udover A, og A, maa 
falde paa samme Side af Linien 4,4, som Buen selv; da 
nu Liniestykket 4,4, ligger i 2,, vil Buen 4,4 og dens 
Forlængelse ud over A, liggè paa modsat Side af 4,4 ; alt- 
saa maa Forlængelsen af Buen 4,4, udover A, ligge paa 
samme Side af A,A,, som Buen selv. 

_ Afszettes nu videre den størst mulige elementære Bue 4,4, 
paa Kurven til den positive Side, da maa denne Bue ligge i 
249, og saaledes videre. | 

Man kommer da efterhaanden til Buerne 4,4, A,A,... 
og i de konvekse Omraader 2,, 2, ..., hvoraf ethvert 
er indeholdt i det foregaaende og altsaa ogsaa i %,; intet 
Punkt af Buerne 4,4,,... kan hore til Begrænsningen af Z,; 
men dette strider imod, at man en Gang ved at folge den 
nævnte Række af Buer skal komme tilbage til Punktet A. 
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Den bekendte Sætning, at en lukket fuldstendig 
kontinuert Kurve uden Vendetangenter eller Spid- 
ser og uden Dobbeltangenter eller Dobbeltpunkter 
maa vere af 2.Orden,*) er specielt indbefattet i den fore- 
gaaende Sætning. Tillige ses det af vort Bevis, at Fordringen 
om, at der ikke maa vere Dobbelttangenter, i Virkeligheden 
er overfigdig. Endvidere bemærkes det, at da fuldstændig kon- 
tinuerte Kurver tillader Anvendelse af Dualitetsprincippet, kan 
man ogsaa opstille den Sætning, at en lukket fuldstændig kon- 
tinuert Kurve uden Vendetangenter eller Spidser og uden 
Dobbeltangenter maa være af 2. Orden. 

14. Kurver uden Singulariteter er forst undersggte af 
Möbius**) der for at give Undersøgelserne en projektiv al- 
mindelig og samtidig anskuelig Form, holder sig til de sfæriske 
Kurver.***) | | 

De Former som en Bue uden Singulariteter kan have, kan 
man let bestemme ved Hjælp af 13. Særligt vil vi her gøre 
en Bemærkning om saadanne Buer, som er elementære over- 
alt, men som ikke kan sammensættes af et endeligt Antal ele- 
mentære Buer. Vi behøver blot at betragte de konvekse Om- 
raader 2,, 2,,... som vi omtalte i 13.. Ethvert af disse Om- 
raader ligger inden i det foregaaende. Der maa da være mindst 
et Punkt, som ligger inden i dem alle. Er der kun ét saadant 
Punkt, bliver dette et Asymptotepunkt for Buen. Er der 
flere saadanne Punkter, maa de tilsammen udgore et konveks 
Omraade Ło, som ligger inden i de nævnte Omraader, og. 
Begrænsningen for 2, bliver da» Asymptoteoval« for Buen. 
Denne Oval kan specielt reduceres til et Liniestykke. 

Buens Forlængelse til den anden Side for Punktet A maa 
enten blive af en ganske lignende Beskaffenhed eller ogsaa 


+) Smlgn. C. Juel: Grafiske Kurver, S. 24, og A. Kneser: Gestalten ebener 
Kurven, Math, Ann. 41. Bd., S. 358—59. 
sk) Möbius: Ueber die Gestalt sphärischer Curven. Leipz. Ber. 1848. 
ER) Det samme Anskuelsesmiddel benytter Hilbert, Math. Ann., 38. Bd., 
S. 115. 
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kan den ved en polar-reciprok Transformation med Hensyn til 
en Cirkel, der helt indeholdes i &,, tranformeres til en spiral- 
formet Bue af den nævnte Art. | 

Altsaa: Dersom en Bue, der er elementær i ethvert af 
sine Punkter, bestaar af 2 Buer med fælles Endepunkt, hvoraf 
ingen lader sig sammensætte af et endeligt Antal elementære 
Buer, da vil mindst en af disse Buer vere en Spiral, der har 
et Asymptotepunkt eller en Asymptoteoval, til hvilken den 
nærmer sig fra Ovalens udvendige Side. Den anden af de 
to nzvnte Buer maa enten være af en ganske lignende Be- 
skaffenhed, eller ogsaa nærmer den sig asymptotisk til en pro- 
jektiv Oval fra dennes indvendige Side eller til en ret Linie. 
Det sidste er f. Eks. Tilfældet med den logaritmiske Spiral. 

15. Den i 12 givne Definition af en enkelt-lukket Kurve 
er i Virkeligheden kun en nøjagtig Beskrivelse af Forestillingen 
om et bevægeligt Punkts Bane. Man kunde formulere Defini- 
tionen saaledes, at ogsaa Kurver med Dobbeltpunkter tages i 
Betragtning, og sige: en vilkaarlig lukket Kurve er en Punkt- 
mængde, der kan afbildes kontinuert paa en fuldstændig ret 
Linie, saaledes at der til ethvert Punkt P paa Linien svarer 
ét og kun ét Punkt P, paa Kurven, medens det omvendte 
ikke nødvendigvis finder Sted. Det viser sig imidlertid, at 
denne Definition bliver lovlig omfattende. Peano *) har nemlig 
bevist, at hele Planen efter denne Definition kunde betragtes 
som en Kurve. Hilbert **) har senere givet en meget anskue- 
lig Fremstilling af de Afbildninger, der her kommer i Be- 
tragtning. 

Vi vil derfor yderligere atgrense Kurvebegrebet ved den 
Fordring, at der saa vel til den ene som til den anden Side 
for ethvert Punkt P paa den rette Linie skal findes et saa 
lille Liniestykke med Endepunkt P at den til dette Liniestykke 
svarende Punktmængde paa Kurven udgør en elementær Bue. 


+) Math. Ann. 36. Bd. 
EI Math. Ann. 38. Bd. 
Nyt Tidsskrift for Mat. B. XVIII. 6 
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Man beviser da aldeles som i 12, at Kurven er sam- 
mensat af et endeligt Antal elementære Buer. 

16. Vi ved, at en elementær Bue i ethvert Punkt P har 
en bestemt Tangent til den ene Side (den positive Side) og en 
bestemt Tangent til den anden (den negative) Side. Antager 
man nu, at Buen har den Egenskab, at der ikke gives 
nogen Cirkel, der skærer den i mere end 3 Punkter, 
da kan man vise, at deri ethvert Punkt P af Buen 
findes en bestemt Krumningscirkel til hver Side. 

Vi betragter kun den Bue ß, der ligger til den positive 
Side for ?. Vi inverterer B med Hensyn til ? saaledes, at det 
til P svarende ?, falder paa B's Tangent i P; den derved 
dannede Punktmængde ß, er perfekt og sammenhængende og 
har højst 2 Punkter fælles med en ret Linie, da B foruden P 
højst har 2 Punkter fælles med en Cirkel gennem /*). Betrag- 
ter vi nu 2 Punkter Q og À paa ß, vil disse ved den om- 
talte Inversion give 2 Punkter CO og R, paa ß,, og Cirklen 
POR vil svare til den rette Linie O,R,. 

Lader man Q og À konvergere mod P vil Q, og R, 
konvergere mod /,, og da Linien OK, derved konvergerer 
mod Tangenten til B, i A, vil Cirklen PQR altsaa konvergere 
mod en bestemt Grænsestilling. Det er klart, at man kommer 
til den samme Grensestilling, dersom man lader den variable 
Cirkel røre B i P og gaa gennem et variabelt Punkt Q, eller 
lader den gaa gennem P og røre Ø i et variabelt Punkt Q. 

Til Slut skal vi endnu bemærke, at enhver plan Kurve 
(Ordet taget 1 den videst gaaende Betydning; se Begyndelsen 
af 15), der har den Egenskab, at enhver Cirkel skærer den i 


+) Der er dog Anledning til herom endnu at gore folgende Bemærkning: 
det kunde tænkes, at en Cirkel kunde røre s i P og desuden skære pi 
2 andre Punkter. En saadan Cirkel vilde ved Inversionen give en ret 
Linie, der gik gennem P, og skar p) i endnu 2 andre Punkter, Om 3, 
ved man altsaa strengt taget ikke andet, end at hver Linie, der ikke 
gaar gennem P, højst har 2 Punkter fælles med »,. Men ved et Ræsonne- 
ment ganske som i Indledningen til 13 ser man derefter let, at 3, er ele- 
menter. 
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et endeligt Antal Punkter, maa have bestemte Krumningscirkler 
i ethvert af sine Punkter. Beviset skal vi imidlertid ikke her 
komme ind paa. 


Om Rumkurver. 


17. Vi vil undersoge en perfekt sammenhængende Punkt- 
mængde M, som hgjst har 3 Punkter fælles med en Plan. 

Vi vælger et Tetraeder, som omslutter et Punkt 4 af 
Mængden, saaledes at der findes et Punkt — og derfor uende- 
lig mange Punkter — af Mzengden, der falder uden for Te- 
traedret. Tetraedrets Overflade maa indeholde mindst I og 
højst 12 Punkter af M. Den Del af M, der falder inden i 
Tetraedret, tilligemed de tilhørende Grænsepunkter paa Tetra- 
edrets Overflade udgør en perfekt Mængde M,, og den Del 
af M, der falder uden for Tetraedret, i Forbindelse med de 
tilhørende Grænsepunkter paa Tetraedrets Overflade, udgør en 
anden perfekt Mængde M,; da M, og M, tilsammen skal ud- 
gore M, maa de have mindst ét Punkt felles, der ligger paa 
Tetraedrets Overflade. Det ses da, at M, bestaar af højst 12 per- 
fekte sammenhængende Mængder, da M, hojst har 12 Punkter 
felles med M,; én af disse perfekte Mængder maa indeholde 
A og betegnes med M,. Om denne Mængde ved man, at en- 
hver Plan gennem et Punkt 2 af M, højst har 2 Punkter fæl- 
les med M,. Centralprojektionen af M, fra Punktet 5 ned paa 
en Plan a vil altsaa vere en elementer plan Bue 2 (7 og 11). 
Ligesaa vil Centralprojektioner af M, fra et andet Punkt C af 
M, ned paa den samme Plan a vere en ny elementær Bue y. 
Ethvert Punkt af M, ligger derfor paa begge Keglefladerne 
B (B) og C (y), og da Linien BC ikke ligger paa nogen af Kegle- 
fladerne, maa M, vere identisk med den Punktmængde, der 
er fælles for de nævnte Kegleflader. M, er altsaa Skærings- 
kurven mellem de 2 Kegleflader; i ethvert Punkt Q af M, 
findes der en bestemt Tangent til hver Side, nemlig Skærings- 
linien mellem de tilsvarende Tangentplaner til Keglefladerne; 

6* 
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man er ganske vist ikke paa Forhaand vis paa, at disse Tan- 
gentplaner altid er forskellige; men dersom Tangentplanerne 
faldt sammen, kunde man indfgre et nyt Punkt D af M, som 
Toppunkt for en Kegleflade, der afbilder M,, og denne vilde 
da sikkert give en Bestemmelse af Tangenten. Da enhver Plan 
gennem BC skærer M, i højst ét Punkt, og da kun de Pla- 
ner, der skærer det ovennævnte Tetraeder, kan skære Ai. 
maa M, vere en Bue med 2 bestemte Endepunkter À og S. 
Vi betragter nu den Mengde M, som sammen med M, ud- 
gør hele den givne Mængde M. M, maa have mindst ét af 
Punkterne Æ og S til Grænsepunkt; M, maa derfor sammen 
med ét af disse Punkter, eller sammcn med dem begge ud- 
gøre enten 1) en perfekt sammenhængende Mengde, der fra 
2 Punkter i M,, forskellige fra R og S, afbildes i elementære 
Buer, og derfor bliver Skæringskurve mellem 2 Kegleflader, 
eller 2) 2 perfekte sammenhængende Mængder, der danner 2 
Buer, den ene med Endepunkt À, og den anden med Ende- 
punkt S. Hele Mængden M bestaar altsaa af en sammenhæn- 
gende Bue, der specielt kan være en lukket Kurve. Om denne 
Bue ved man, at der i ethvert af dens Punkter findes en be- 
stemt Tangent til hver Side, og at enhver Plan har hejst 3 
Punkter fælles med Buen. 

Dersom nu S er et Endepunkt for Buen, vil Centralpro- 
jektionen af Buen fra Punktet S ned paa en Plan a, nødven- 
digvis være en elementær Bue med Endepunkt i Sporet S’ for 
Tangenten i A Da denne sidste Bue har en bestemt Tangent 
s iS’, vil Buen i Rummet have en bestemt Oskulationsplan i S, 
hvad enten denne Oskulationsplan defineres som Grænsestilling 
for en Plan, der gaar gennem Tangenteni S og et variabelt Punkt 
af Buen, eller for en Plan, der gaar gennem S og 2 variable 
Punkter paa Buen. *) 

Altsaa: enhver perfekt sammenhængende Punkt- 
mængde, der højst har 3 Punkter fælles med en 


— 


+) Smlgn. C, Juel: Ikke-analytiske Kurver, S. 315. 
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Plan, er en Bue i Rummet, specielt en lukket Kurve, 
der i ethvert Punkt til hver Side (for et Endepunkt 
kan der jo dog kun være Tale om én Side) har en 
bestemt Tangent og en bestemt Oskulationsplan. 

En saadan Bue kalder vi en elementær Bue i Rummet, 
eller en Bue af 3. Orden. 

Dersom der findes samme Tangent til begge Sider i et 
Punkt P af Buen, vil Buens Centralprojektion fra P ned paa 
en vilkaarlig Plan, vere en elementær Bue (forudsat, at man 
ger den sædvanlige Vedtægt, at Ps Projektion vælges i Spo- 
ret for P's Tangent), Men naar der findes 2 forskellige Tangenter- 
i P, kan denne Sætning ikke uden videre fastholdes, De to 
Tangenter 2, og f, begrænser 2 fuldstændige plane Vinkler; 
enhver Plan gennem P som skærer den ene af disse Vinkler- 
vil have P's nærmeste Omegn (paa Buen) liggende helt paa. 
sin ene Side (medens dette ikke gælder om de Planer, der- 
gaar gennem P og skærer den anden af de nævnte Vinkler); 
denne Vinkel betegnes med (2,23). Enhver Plan gennem P, 
som skærer Vinklen (2,2) har højst endnu ét Punkt fælles med 
Buen; havde den nemlig foruden P Punkterne Q og R fælles 
med Buen vilde heraf folge, at der gennem Linien OR kunne 
lægges en Plan, som foruden i Q og R skar Buen i 2 Punk- 
ter nærved ?, hvilket er umuligt. 

Ved Centralprojektion fra P dannes der nu 2 elententzre 
Buer en udgaaende fra p, s Spor Di, en anden udgaaende fra 
2,8 Spor Pl Gør man nu den Vedtægt, at man som Central- 
projektion af selve Punktet P indfører det Liniestykks DIE), 
hvori Vinklen (2,23) skærer Billedplanen, da opnaar man at 
kunne sige, at den givne Bues Centralprojektion fra P er en 

Bue af 2. Orden. 
| Idet vi definerer en lukket Rumkurve paa lignende Maade 
som en lukket plan Kurve, beviser man let, at en lukket 
Rumkurve kan sammensættes af et endeligt Antal Buer af 
3. Orden. SC 
18. Dersom en Bue af 3. Orden med Endepunkt P har 
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den Egenskab, at den højst har 4 Punkter fælles med en 
Kugleflade, beviser man let ved Inversion med Hensyn til P 
(Smlgn. 16), at Buen i P har en bestemt oskulerende 
Kugle, defineret som Grænsestilling for en variabel Kugle, 
der rører Buen i P og gaar gennem 2 variable Punkter af 
Buen, der konvergerer mod P. Heraf følger da atter, at Buen 
i Phar en bestemt Krumningscirkel, defineret som Grænse- 
stilling for en Cirkel gennem P og 2 variable Punkter af 
Buen, der konvergerer mod P; det ses tillige, at en variabel 
Cirkel, der rorer Buen i P og skærer den i et andet Punkt Q, 
der konvergerer mod P, vil have den samme Grænsestilling. 
Man kunde endelig ogsaa komme til Krumningscirklen som 
Grensestilling for en Cirkel, der gaar gennem P og rører 
Buen i ©. | | 

Dersom en Bue af 3. Orden ligger paa en Kugleflade, 
medforer Eksistensen af Oskulationsplanen umiddelbart Eksi- 
stensen af Krumningscirklen. 


Krafttal og Drejningstal. 
Af V. H. O. Madsen. 


I. Krafttal. 

1°.. I dette Tidsskrifts Aargang 1905 har jeg meddelt en 
lille Note om Rumtal. Disse kunne ogsaa benyttes til Frem- 
stilling af Krefter i en Plan. 

Enhver Kraft, som ligger i de retvinklede Koordinaters 
Plan, er bestemt, naar man kender dens Størrelse 7, dens Vin- 
kel 6 med Polaraxen og dens Moment med Hensyn til Koordi- 
naternes Begyndelsespunkt (Polen), Er Kraftens Afstand fra 
dette Punkt 2, antages p at vere positiv eller negativ, eftersom 
Kraften stræber at dreje om Polen i den Retning, hvori 0 
voxer, eller i den modsatte. Kraftens Moment #2 betegnes z. 

Man kan da fremstille Kraften ved Symbolet 


Zig 
eller, om man vil, ved 
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Z eið 


og alle Regninger med Rumtal gælder da for disse Symboler, 
opfattede som Fremstilling af Kræfter i Overensstemmelse 
med ovenstaaende Aftaler. Disse Tal kunde man maaske be- 
nevne Krafttal. | 

Et vilkaarligt System af Kræfter i Planen kan sammen- 
sættes til en enkelt Kraft ,, der angriber Koordinaternes Be- 
gyndelsespunkt, og et Kraftpar z. Naar den enkelte Kraft 
bliver Nul, reduceres Systemet til Kraftpatret, fremstillet ved 
Symbolet | 

FØR 

idet 0 er vilkaarlig. : ne ar 

2°. Addition af Krafttal. Den enkelte Kraft, som 
kan træde istedenfor to andre i samme Plan, fremstilles ved et 
Krafttal z ie, der kaldes Summen af de Krafttal z io og 4”. ie, 
som svare til de givne Krefter, altsaa 


Z vid + 2" el = ZA, | | (1) 


Denne Ligning fordrer 


r cos 0’ + 7” cos 0” = 7 cos 8, (2) 
r sin 0’ + 7” sin 0” = 7 sin 9, (3) 
og 
g + 3" =z, eller 7p + 7" 9" = rp. (4) 
Altsaa: 
(2)? + (7)? + 277 cos (6° — 0”) = 72, 
7 sin Or + 7” sin 0” rp + rp (5) 
2077 0, ae | 
r cos 8’ + 7” cos 8 r 


Addendernes Orden er vilkaarlig. 
3°, Haves » Addender, faar man paa samme Maade, 
idet |] betegner Summen af de » ensartede Led: ` 


oni) = frei (6) 

og | 
[A™ cos Om] = 7 cos 9, (7) 
[rm) sin Om] = v sin 6, (8) 


[am] =g eller [7™. pm) = 72. (9) 
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Man ser let, at det associative Princip gælder for Addition 
af Krafttal. | 

4°. Subtraktion defineres som den omvendte Regningsart 
til Addition. Af (1) faas 


Z ,.i0 = ERA = 2 gis (10) 
idet 7”, 9” og ai let findes af Ligningerne (2), (3) og (4). 
Reduktion til en enkelt Kraft kan ikke finde Sted, naar 
ræk, 0=0 og TP f. Ex. p— 9 =a, hvor a er forskel- 
lig fra Nul. Man kommer da til et Kraftpar, bestemt ved 


g—g = rp—r(p—a)=ra, 20 — Zi = (ra). (11) 


5°. Multiplikation af to Krafttal defineres ved Ligningen: 


S.A ` E gi" = Z 0) (12) 


hvor 
0’ + OY = 9, 22" = z, rr’ =r og altsaa SP” =p. (13) 


Her er Faktorernes Orden aabenbart vilkaarlig. 

Man maa overbevise sig om, at denne Definition ikke er 
i Strid med Definitionen paa Addition. Dersom man i (6) 
har alle Addenderne lige store, bliver (6): 


GH SES SE 2 lf = Z eið (14) 
og samtidig faar man for (7), (8) og (9): 


nr cos 9' = > cos 6, nr sin 8’ = v sin 0, nr = rp, (15) 
det er: 
nr =r, H = 90, f =f, n? =z. (16) 
Men giver man det reelle Tal n Form af et Krafttal, kan 
det skrives: 
Hi. es 
og multipliceres z a med 71,60, faar man (72'), ie, som altsaa 
stemmer overens med Formlerne (14)—(16). 
6°, Haves flere Faktorer, f. Ex. x, bliver Produktet: 


(n) = 
Z ..i0 . 2" gid" eo oh Z (0).ioln) — Z reið (17) 


idet 
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++... FORO, een, el enn 
z. 2. vi zé . gi) = z, pp. Gef . pl) = D. (18) 


7% Skal man udfgre Multiplikationen 
(2 ie + Z jo) + 2 "ffr (19) 
skal man først danne Summen 
| Z vid + 2" uid” = Z eiðs 


hvor z, 7 og 0 ere bestemte ved Ligningerne (2), (3) og (4). 
Man skal dernæst udføre Multiplikationen 


re 


Z o, 2" mig = (z 2”) (ren (8 + 0°” ): (20) 
Folgelig har man: 


Lë reit + $ dë 8 yn io“ — (27 ”) (rr) NE, (21) 


e 


Danner man derimod først Produkterne: 
Leit ` 2" ven = (22) gary gi(O" + 0) 
og 
2" u.i0" à 2 mið" = (22) ga i (0% + wl 
faar man ved Addition af disse: 
(212) nys (O + 0") 4 (272) pun cite“ +0") (22) 
Man kan nu bevise, at Udtrykkene i (22) og (20) ere lige- 
store, 9: 
(2127) ermil + 0“) T (ZU) pupa ei (0" +0) — E herr ei (0 + 0%) (2 3) 
Denne Ligning (23) er nemlig ækvivalent med følgende tre: 
(7'7”) cos (8° + 0”) + (r”r”) cos (0” + 0”) = (77°) cos (8 + 0”, 
Gel") sin (0° + 09”) + (7/7) sin (0” + 0”) = (rr”) sin (8 + 9”, 
(2°7”) (22) + or") (22) = (7 "y (22), 
og disse Ligninger reduceres til Identiteter, naar man ind- 
. sætter de bekendte Værdier for 7, p og 9 fra Ligningerne (2), 
(3) og (4). | 
Heraf folger, at det distributive Princip gælder. 
8° Division. Naar man i (12) kender Produktet og den 
ene Faktor, findes den anden ved Division. Saaledes bliver 


74 V. H. O. MADSEN: 


Z eið ` Z id = Z” gids o (24) 
hvor z”, 7” og 0” bestemmes ved Ligningerne: 
zn, rr aT, dee ~ (25) 
9°. Potensoploftning kan defineres ved 
(Zi) = (="),,0) ind, (26) 


og Roduddragning ved: 


I. Drejningstal. 


1% Translationer parallele med en Axe kunne 
fremstilles ved Abscisser paa denne Axe og altsaa angives 
ved positive eller negative Tal, naar man har fastsat 
Længdeenheden og den Retning, der anses for den positive. 
Regninger med saadanne Translationer udfgres da ved Reg- 
ninger med positive eller negative Tal. 

Translationer parallele med samme Plan kunne 
fremstilles ved retningsbestemte Segmenter i Planen og altsaa 
angives ved komplexe Tal. Regninger med komplexe Tal 
kunne opfattes som angaaende Regninger med Translationer 
parallele med samme Plan. 

29. Betragter man nu Rotationer om samme Axe, 
kan hver af disse fremstilles ved et positivt eller negativt 
Tal, der angiver Længden af den Bue, som under Drejningen 
beskrives af et Punkt i Linieenhedens Afstand fra Axen, idet 
man vilkaarligt har valgt en vis Omdrejningsretning som den 
positive. For at Drejningen skal være bestemt, maa man 
kende den anforte Buelængde z, Drejningens Storrelse, og 
Rotationsaxen. Denne kan betegnes ved dens Spor paa en 
fast Plan, normalt paa Axen. Antages Sporets Polarkoordinater 
at vere 7 og 6, saa at Sporet med vant Betegnelse angives 
ved re, vedtages det at betegne Drejningen ved | 
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2 eið? 

som kaldes Drejningstallet. 

3%. Skal der efter hinanden udføres flere Drejninger 
z, 2, 2” om samme Axe reif, kan man aabenbart erstatte 
dem alle med en enkelt Drejning z om denne Axe, idet man 
har Drejningsvinklen 

zer ++” +. 
altsaa den algebraiske Sum af de sammensættende Drej- 
ninger: 
Z ið = (z’ + Ca + z" + ed leyis La 

z io kaldes Summen af Drejningstallene 


2 ? n 
Z reið vå reið! 4 or 


4°. Sammensætning af Drejninger om parallele 
Axer. Naar der forst skal udfores en Drejning 2 e og der- 
næst en Drejning z” ie. om parallele Axer, kan man stille sig 
den Opgave at bestemme den enkelte Drejning z io, som kan 
trede istedenfor de to oprindelig givne. Koordinatplanen 
skærer Axen for den første Drejning iC’, for den anden i C”. 


, 


Afsætter man da i modsat Retning af z’ Vinklen C”C'D = — 


S à > AA "| = : 
og i samme Retning som z” Vinklen C’C’D = z saa vil det 


Punkt D, hvori de afsatte Vinklers nye Ben i Almindelighed 
skære hinanden, være det søgte Drejningscentrum. Betegnes 
dette ved reif, har man altsaa 


, m es 
x rel’ + Z reid” === Zeid: 


Man ser nemlig, at ved Drejningen z om sieff bringes D 
til at falde sammen med sit Spejlbillede D, med Hensyn til 
CC, medens Drejningen zZ” om deif atter bringer D, tilbage 
til Stillingen D. 

Det gælder nu om at finde z, 7 og 9. 

Enhver ret Linie i Koordinatplanen, som oprindelig danner 
Vinklen a med den faste X-axe, vil efter Drejningen z’ komme 
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til at danne Vinklen a La med denne Axe, og efter Drej- 
ningen z” bliver dens Vinkel med X-axen a + z' + 2”; altsaa 


har man 
z= 7 + 2". 
For at finde Koordinaterne > og 0 til D, bemærkes, at 
man har 
CD CD 
Cr 
sin — sin — 
2 2 
men 
rà” — pe + CDe BEER 
og 


vet" — re? + C"De' (+5), 


idet Vinklen mellem X-axen OX og C'C" betegnes B. Følgelig 


bliver M. z 
| sin ~- e' (« +) 
rev — re? 2 
al — pe gt a" 
sin —e' 2 
2 


og altsaa 
EN $ 7! 


x. E i (0 &: zl ee à (o 2 3 
7 sin ze 2 Le aime =a) DE 


hvorved baade > og 0 ere bekendte: 


Ee sin — cos (e +=) +7 sin cos (or — =). 
2 2 2 2 2 

pine sin = sin Č sin (+2) E sin(o”— Z). 
2 2 2 2 2 


„" 


5° Naar sin 7 — er Nul, bliver 7 uendelig. De to 


givne Drejninger kunne da sammensættes til en Transla- 
tion, hvis Retning er normal paa Retningen til det uendelig 


3 = | T 
tjerne Drejningscentrum og altsaa danner Vinklen 0 — = med 


Wi 


Axen, idet D —-x=B +=. 


Wi 


. z +z 
Da sin — = 0, er 
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fo RE le =) E ls 5) S Zz SA ; Fa 
rsinZe 2 +7" sine 2) = sin > dt giele, e 2 
men | 
| ve — re” = Cl’ CR, 
folgelig haves 
n" VÆ + 7" 


ir id ei od 
CC sin =e = re? sin — 


Translationens Størrelse bliver 


zZ +7” wll 
lim C’D . z = lim 2C'D sin SR CC sin —» 


og altsaa kan Translationen skrives 


T 


„" z" 
. pe ig 25S Es 
20°C" sin Le (+ >) 
eller, om man vil, 
z z (DEER 
2C'C" sine F 2 al 


6% Naar man ændrer Addendernes Orden, forandres 
Summen, idet man kommer til et andet Drejningscentrum, 
nemlig Spejlbilledet D, af D med Hensyn til CC, 

Betegner man 


U ? 
Zi FT ne" = Zelt 
hvor 


; + + ig oa eee (e =) EE og (e E =) 
reif sin ——" = SI sin —e "sl + y’ sin —e' 2 }, 
2 2 2 
og | 
z" $ Sei + VÆ 2 — 7 
i reid rel" KEN 1501925 
vor | 


J Fer n z’ £ 2" 
av 2+2 E ale” 42 (9-5) 
ner sin LE sine +a) + y sin Le 2 J 


saa bliver i begge Tilfælde 
zpi =z 
men derimod 


> 


n< 


7, og 9, = 0. 


Det bemærkes, at man kommer til samme Drejnings- 
centrum D,, naar z’ og 2” samtidig skifte Fortegn. 
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7% Skal man addere en Række Drejningstal 
Z ln Z” gids Z” igi" e e > ° 
bestemmer man først Summen af de første to: 


— P , . 
72 146102 KN Eër + Z” uid", 
hvor 
z2 =7 +7, 
og 
, u N 
RE mee E 5) E Le 3 
7,e'92 sin SS =d sin > A taje sin — e 2). 


Naar dernæst den folgende Addend tilføjes, faar man 


Summen 
~ i = H ' m i 
#8rgei0s EE (2 + z T & Lage 


hvor 
. Z | . 2" i( m 22) 
sin rsch = 7; sin 2 5 2e (+7 3 + 7” sin ze ae 
? 2 i (0 2" =) Eé i( _ 2 EN a À 3-8) 
=r'sin ze "rt pin SE så SE + 7” sin — 5 z 


Tilføjes den fjerde Addend 2’”” „io, faar man Summen 


2, = (2 + 2" + 2 + 2), os 


hvor 


A id 2 à (0 ge zen gt i (e 3) 
r, sine" = r sin "en errant 2 
2 GEN 2 


= År sin R e (E ty Se SUK 3 SE y" sin — 3 P +5) 
sm E z“ ze „m © g z” 
+ 7" int rar): + ym sine à i(9 2 2 sek 

Heraf ser man den Lov, hvorcfter Summen dannes, og 

navnlig bemærkes, at der for et vilkaarligt Led i Potens- 

exponenten for e som Faktor til 2 skal benyttes © med Leddets 

Index, forøget med Halvdelen af alle de efterfølgende zer og 
formindsket med Halvdelen af alle de foregaaende zer. 

Ere alle Addenderne ligestore, og er deres Antal x, 


faar man 


. ne 
r sin — 
2 


Sa (+605) a à (0+ (0-3) 5) en 


4 j Ké (a — (20 — 1)) =) 
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8°. Paa Grund af Drejningstallenes geometriske Betydning 
har man: 


eau + AA) SR Di" = 2 ie + [2 gi” T 2 ugn), ; 


saa at Addition af Drejningstal er en associativ, men ikke en 
kommutativ Operation. 
SL Subtraktion. Naar Summen og den ene Addend 
ere givne, bestemmes den anden Addend ved Subtraktion. 
Er første Addend z Aa og anden Addend 2”, ie. samt 
Summen Z ie, haves 


, LU 
a reid’ + & r“ei0” = f reið: 


Der opstaar to forskellige Regninger, eftersom det er 
første eller anden Addend der søges, medens de to andre 
Størrelser ere givne. 

I begge Tilfælde er Størrelsen af den Drejning, der svarer 
til den ubekendte Addend, lig Forskjellen mellem de to Drej- 
ninger, der svare til Summen og den bekendte Addend, 2: 


2=2—2" og "=2—?. 
Kender man første Addend 7’ iv og Summen 2 60, 
drages C’D, Vinklerne ` og ` afsettes fra C'D begge i den 


ved deres Fortegn angivne Retning, men den sidstnævnte med 
Forlængelsen af CD som Udgangsretning, herved bestemmes 
Drejningscentret C” for den ubekendte Addend. 

Kender man anden Addend og Summen, afsættes 
7 og = fra C”D, men begge i modsat Retning af den 
ved deres Fortegn bestemte; herved findes Drejningscentret 
Gert | 

‘ Polarkoordinaterne findes ved Løsning af Ligningen i 4°, 
altsaa naar forste Addend soges: 


? z” ) EM 
» £ N (e =) e zZ 10 . d (e ns =) 
r sin e to) = pr sin Se” — y" sin e 2 
2 2 2 


eller 
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, “u r 
. 2 i . Z (CES ME- i (o +) 
7 sin 5° =r sinz e 2 — "sinne 2). 


Denne Ligning faas ogsaa af den oprindelige ved at op- 
fatte 2’ i? SOM Sum af z jo og (— 2"). io. 
For anden Addend findes analogt 


£ 


ei sine” = + sin Žo (0+7) —r es (+3) 
2 2 2 


som ogsaa kunde faas ved i den oprindelige Ligning at be- 
tragte 2” „i0 som Sum af (— 2’) je Og 2 ie. 

En første (anden) Addend skifter Fortegn, naar den flyttes 
fra den ene til den anden Side af Lighedstegnet som forste 
(anden) Addend. 

10 Multiplikation af to Drejningstal 2 je og 
2" ie” defineres ved Ligningen 


4 
Së nie = (2 - 2”), ie, 


hvor re er den geometriske Sum af ré” og ref”. 

Af Definitionen følger, at Faktorernes Orden er vilkaarlig 
og at Multiplikationen er associativ. | 

Det er nødvendigt at overbevise sig om, at Definitionen 
er 1 Overensstemmelse med Definitionen for Addition, naar 
Addenderne ere ligestore. 

Er x et positivt helt Tal, kan det skrives som et Drej- 
ningstal paa Formen N. io | 


OD, E 
— LÅ ä 
Man har da 230 > Lio = (722) io. 
Ved Addition af » Addender, der alle ere lig a mo, faar 
man en Sum Sg, hvor z= nz’, medens 7 og 0 bestemmes ved 
. 2 ig 
7 Sin —e 
2 


=r sin? ler nz) re). u + elta) 


U 


men Parentesen paa Ligningens hgjre Side reduceres til: 
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altsaa bliver Udtrykket for Summen af de  ligestore Addender: 


in 58 ie cin mn À 
r sin — e? = re sin n —; 
2 2 
folgelig 
r=r og 0= 0) 

saa at Additionen giver samme Resultat som den ovenfor 
fremsatte Definition paa Multiplikation; denne er altsaa i Over- 
ensstemmelse med Definitionen paa Addition. 

11°. Multiplikationen er ikke distributiv. Dette ser man 
allerede deraf, at Summen 


{aie + 2", dëi: 2 eller 7e + Zior + eier + #7, ie" (A) 


re 
er forskellig fra 
SEN be: ei” Zë ‘ei’ + z rell" + A A + C4 OCH (B) 


fordi man ikke kan ombytte de to midterste Addender. 

Man ser ogsaa, at de to 
Summer (A) og (B) vel have 
samme Storrelse af Drejnin- 
gen (22' + 22”), men forskel- 
lige Drejningscentre. 

Ved Additionen (A) kom- 
mer man nemlig sukcessivt 
til Drejningerne om 


GC, D, F og D. 


Ved Addition (B) ere der- 
imod de sukcessivt fremkomne Drejningscentre: 


GC E og G. 


12% Ved Division sgges den ene Faktor Zio, naar 
Produktet £ iş og den anden Faktor si io. kendes, >: 
re D re V 


Nyt Tidsskrift for Math. B. XVIII. 7 


82 A. K. ERLANG: 
, ere ee re E GE 
Z eid’ = Z eið : zZ AP (2:2 L 29, 


hvor ve” er den geometriske Differents mellem re? og sief, 
13% Potensoploftning og Roduddragning kunne 


defineres ved Ligningerne: 


LG aal = 2" 10 


nre 


og 
n ,— 
Ve jo = (y 2): ei9. 
D 


Flerfoldsvalg efter rene Partilister. 
Af A. K. Erlang. 


Vi tænker os, at en Vælgerforsamling, der er delt i Par- 
tier med Stemmetallene a,, @,, a,..., skal besætte p Pladser, 
og at hvert Parti har sin Kandidatliste, helt forskellig fra de 
andres. Der søges nu en Metode til Pladsernes Fordeling; 
hvis Metoden for specielle Verdier af Stemmetallene ikke kan 
give Svar, maa i hvert Fald uendelig smaa Ændringer af 
Stemmetallene kunne medfore Afgorelse. | 

For at ikke nogle af Vælgerne ved at bruge deres Stem- 
mer paa særlig udtænkte Maader (i Steden for at stemme paa 
deres Partiliste) skal kunne forrykke Valgets Udfald til deres 
Fordel, er det nodvendigt og tilstrækkeligt, at man overholder 


folgende Grundsætninger : 


I. Et Parti maa ikke kunne vinde noget ved, at en Del 
af Partiet ikke stemmer. 

II. Et Parti maa ikke kunne vinde noget ved, at en Del 
af Partiet stemmer paa en fremmed Liste. 

II. A. Ved Sammenslutning af to mindre Partier til et 
større kan ingen af Parterne tabe (ved Deling af det større 


kan ingen af Parterne vinde). 


FLERFOLDSVALG EFTER RENE PARTILISTER 83 


III. B. Ved Sammenslutning af to Partier til eet kan der 
ikke vindes (ved Deling af et Parti i to ikke tabes) mere end 
1 Plads ialt. 


Det skal nu vises, at der herefter kun bliver en brugelig 
Metode, den af Belgieren d’Hondt foreslaaede, som fordeler 
_ Pladserne efter Størrelsen af de ufuldstændige Kvotienter, som 
faas ved Division af 44, a, ag... med en Divisor d, valgt 
saaledes, at Kvotienternes Sum bliver 2. 

Lad os nemlig tænke os, at en anden Metode giver et 
Parti ikke m, men et mindre Antal, ZS Pladser. Vi deler da 
Partiet a, i 2m Dele, alle større end d: mindst een af Delene, 
x, vil da (III A) ingen Pladser kunne faa, mens der vil være 
i hvert Fald eet Parti, a, som faar et Antal Pladser %,, større 
end a Vi tilføjer derpaa et nyt Parti y, mindre end x, men 
større end d; dette vil ikke forandre Pladsernes Fordeling; thi 
hvis alle de øvrige Partier allierede sig mod y, vilde Alliancen 
være stærk nok til at holde alle Pladserne (I, III A), og efter 
Alliancens Ophævelse vil x ikke faa nogen Pladser, altsaa 
heller ikke y, da et mindre Parti ikke kan faa mere end et 
større (II). Vi bliver ved med at tilføje Partier, til vi har 
faaet en Række x, y, z, u, v... med aftagende Led, ialt p, 
alle større end d, og vi kan vise for hvert af dem, at dets 
Tilkomst ikke forandrer Pladsernes Fordeling. Endelig deles 
Partiet a, i AZ, Dele, alle mindre end d; efter Delingen vil 
(III B) mindst een af Delene faa 1 eller flere Pladser; men i 
hvert Fald eet af de p førnævnte Partier vil ingen Pladser 
faa, skønt det er større end d. Dette er umuligt (II). 

Da man nu let ser, at d’Hondts Metode virkelig op- 
fylder I—III, bør den alene anvendes under de her omtalte 
Forhold (skarp Partideling i Vælgerkorpset og i det enkelte 
Parti, naar det ikke er ensartet). Vil man tage Opgaven mere 
almindeligt, maa Løsningen i hvert Fald ikke stride mod, men 
være en Udvidelse af den nævnte. 


7% 
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Loste Opgaver. 


146. Fire Punkter af en ret Linie, hvis indbyrdes Af- 
stande forblive uforandrede, ere bundne til fire Flader, af 
hvilke de tre kunne være givne og bestemme den fjerde; 
hvilken Ligning finder Sted mellem Voluminer, begrænsede af 


tilsvarende Stykker af de fire Flader? 
H. G. Zeuthen. 


Man kan begynde med at undersoge Forholdene, naar 
den rette Linie vender tilbage til sin Udgangsstilling, efter at 
hvert af de fire Punkter har omkredset et uendelig lille 
Fladeelement paa Tangentplanen til den Flade, hvortil Punktet 
er bundet. 

X-aksen legges langs Udgangsstillingen, Begyndelsespunktet 
i det förste af de givne fire Punkter. Z-aksen lægges langs den 
korteste Afstand fra Udgangsstillingen til en uendelig nærlig- 
gende Stilling af den bevægelige rette Linie. Dennes Ligninger 
ere da 


Xx Y _ 2-4 (1) 


cosa sina o 


naar den afskærer et Stykke 2, af Z-aksen, som den træffer i 
Punktet C, og danner Vinklen a med X-aksen. 

Naar den bevegelige rette 
Linies Spor paa YZ-Planen 
gennemlgber en lukket Kurve 
i uendelig lille Afstand fra O, 
vil det Punkt paa den beve- 
gelige rette Linie, der ligger 
nærmest ved Linien OX, lige- 
ledes beskrive en lukket Kurve 
af uendelig smaa Dimensioner. 
Denne Kurve skeres af XY- 
Planen i et Punkt Æ, gennem hvilket der gaar en Frembringer- 
stilling, hvis Retning kun afviger uendelig lidt fra A-aksens, 
og hvis Spor paa YZ-Planen derfor kun afviger fra Y-aksen 
med en Størrelse, der er uendelig lille af højere Orden; bort- 
ser man fra saadanne, kan man skrive Ligningerne for denne 
Frembringerstilling : 
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X Y—y _ Z 


cosB oœ sin H (2} 
idet 2’s Afstand fra ZA-Planen er y, og B er Liniens Vinkel 
med X-aksen. | 

Betragter man nu det elementære Volumen, der begrænses 
af den retliniede Flade, som den bevægelige rette Linie be- 
skriver, idet dens Spor paa YZ-Planen gennemløber den ret- 
vinklede Trekant OCB, samt af den første og en af de tre 
andre Ledeflader, kan dette Volumen, naar der bortses fra 
uendelig smaa Størrelser af højere Orden, udtrykkes ved 


| f(x) dz, 


hvor f(x) betegner Arealet af den Trekant, hvis Vinkelspidser 
ere Sporene af de tre betragtede Frembringere paa Planen X=z, 
medens Integralets øvre Grænse & er Afstanden fra det første 
af de fire givne Punkter til et af de tre andre. 

Af (1) faas Ys ato, Z=3 
og af (2) rem Z=xtgBß. 

Altsaa bliver Arealet af den omhandlede Trekant 


z (t° tg a tg B — 2172). 
Kalder man Afstanden fra det første af de fire Punkter 
til det andet, tredie og fjerde Punkt henholdsvis du, a, Og ag, 
og de tilsvarende Volumina o, v, og v3, har man 


Vi =f $ (2? tg a tg B — 2,9) dr = 4 tg a tg Bas — $ 21924, 
0 


eller, idet man for Kortheds Skyld sætter 
A= jtgatgp, B=—4ay: 

v = Aa, + Ba, 
og paa samme Maade faas 

v, = Aa,’ + Ba, 
og V3 = da,? + Baz. 

Elimineres dernæst A og B udkommer: 

ay, ay, Vy 
aa y Ay, Vy 
43°, ge, Vg, 
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Denne Ligning, som er uafhengig af Koordinatsystemets 
Beliggenhed, er da den sggte Relation, der ogsaa gælder for 


endelige Verdier af v,, v, og va. Den anførte Relation kan 
skrives: | 


a, (2%, — a?) + 2, (27, — a°) + a, (a — 4,7) = 0. 
V. H. O. Madsen. 


289. Med et givet begrænset Stykke af en krum Flade 
vil der altid være forbundet en vis ret Linie af den Beskaffen- 
hed, at, hvis Fladen uden at forandres bevæger sig paa en 
hvilkensomhelst Maade, og man ved z og v betegner Sum- 
merne af de øjeblikkelige Translationer og Rotationer efter og 
om den rette Linie, det frembragte Volumen vil have et Ud- 
tryk af Formen 

Au + Bv, 


hvor A og B ere konstante Koefficienter. Bevis denne Sæt- 
ning og bestem Beliggenheden af den rette Linie i Forhold 
til Fladestykket (og den i »Tidsskrift for Math.« 1866 p. 49 
og p. 60 omtalte Plan), samt Værdierne af 4 og B. 

De vigtigste Tillæg til den her anforte Sætning ville vere 
1) det, hvor Bevzegelsen bestaar i en Rotation om en fast Akse, 
i hvilket Tilfælde man faar en Udvidelse af Guldin’s Sætning) 
og 2) det, hvor det frembragte Volumen bliver Nul. 

H. G. Zeuthen. 


Losning. Idet man indfgrer et retvinklet Koordinatsystem, 
kan man ved X, u, og v, betegne Vinklerne henholdsvis mel- 
lem X-, Y- og Z-axen og Normalen til det uendelig lille Ele- 
ment ar af det givne Fladestykke. 

Ved den vilkaarlige uendelig lille Bevægelse beskriver et 
Punkt af a, et Element ds, af en Skruelinie, medens a, be- 
skriver et Volumenelement: 

a, cos V,ds,, 
naar V, er Vinklen mellem ds, og Normalen til @.. 
Betegner man ved dr, dy, og dz, Projektionerne af ds, 


paa Koordinataxerne, bliver 


ax, ay, 
cos V, = cos År ES + COS Ur 2 + COS Vr 


dz, 
ds; 
og altsaa faar man for det elementære Volumenelement: 


a, (cos Adr, + cos dy, + cos vider). 
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For at finde Udtryk for Differentialerne dx, dy, og dz,, op- 
løses den elementære Bevægelse i Translationerne dux, du, og du, 
langs Koordinataxerne og i Rotationerne dv,, dv, cg dv, om 
disse. Herved undergaar Elementet a,'s Koordinater x;, y, og 2; 
Ændringerne: | 
ax, = du, + dv, — y.dv,, 
dy, = duy + St, — 2,dv«, 
og de, = du, + YAV — Lıdv,, 


altsaa bliver Udtrykket for det elementære Volumen, som be- 
skrives af a: 


ol cos NM du, + cos Wduy + cos v,du, + (cos V,yr — COS Urr) dvx 
+ (cos AZ, — cos v,x,) dv, + (cos r£, — cos À, Yr) dv, N 


og det elementzre Volumen, som beskrives af hele Flade- 
stykket, bliver 
| dä COS A, + duy Xa, cos U, + du, Za, COS V, 
+ dv,Za, (cos Vr - Yr — COS Ur - Zr) + dv,Za,(cos\, . Z, — cos V, EN 
+ dv, Za, (cos Ur - £, — COS Ar), 
hvor Summationerne udstrækkes til alle Verdier af >. 
Da Koordinatsystemets Beliggenhed var vilkaarlig, kan 
man velge YZ-Planen og ZX-Planen saaledes, at 
Za, cos À =O og Da, cos He = oO, 
altsaa saaledes, at Fladestykkets Projektioner paa disse Koordinat- 
planer bliver Nul. Benytter man Oppermanns Definitioner,*) 
kan man sige, at de to nævnte Koordinatplaner skulle være 
vinkelrette paa den lukkede Linie, der begrænser Flade- 
stykket, medens X Y-Planen skal vere parallel dermed, og 
Z-axen skal vere vinkelret paa den omhandlede lukkede 
Begrænsningslinie. | 
Med dette Valg af Koordinatakser bliver Udtrykket for 
det elementære Volumen, der beskrives af Fladestykket: 


Adu,+ dv,» Za, (COSV, + Yr — cos) + du, Zar, (COS AZ, — cos vx) 
+ dv,Za, (cos WL, — COS År y), 


idet À er Arealet, indesluttet af Begrænsningsliniens Projektion 
paa en Parallelplan. 

I det anførte Udtryk for Volumenelementet er kun Z-aksens 
Retning bestemt, ikke dens Beliggenhed. Denne kan vælges 
saaledes, at 


*) »Tidsskrift for Mathematik«, 1866, Side 52 og 53. 
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Za, (cos V, 7; — COS U,Z,) = O og La, (cos Årg, — COS v:x,) = O. 


Opfattes a, som en Vektor med Begyndelsespunkt i (£r, yr, 2) 
og afsat langs Normalen til Fladestykket, f. Eks. til den Side, 
hvor Fladen er konveks, bliver de to sidst anforte Udtryk 
Vektorernes resulterende Moment m. H. t. X-aksen og Y-aksen, 


medens 
Za, (cos Urt, — cos X,y,) = B, 


bliver det resulterende Moment m. H. t. Z-aksen, hvorefter 
Udtrykket for Volumenelementet bliver: 


Adu, + Bav,, 
hvorved Sætningen er bevist. 


Bestaar Bevægelsen i en Rotation om en fast Akse vinkel- 
ret paa Z-aksen, bliver dv, = 0, og man faar du, = a . dw, 
naar a er Rotationsaksens Afstand fra Z-aksen og dw er Drej- 
ningsvinklen, hvilket giver Udvidelsen af Guldins Sætning. 

Er Rotationsaksen parallel med Z-aksen, bliver du, = 0, 
og man faar som Udtryk for Volumenelementet: Adv, = Bdw, 
hvilket Udtryk forsvinder, naar det resulterende Moment Z 
m. H. t. Zaksen bliver Nul. V. H. O. Madsen. 


227 (1868). En Kurve er i et bipolært Koordinatsystem 
given ved Ligningen 
J (u, v) = 0, 


idet x og v, Radii vektores, ere de løbende Koordinater, og 
Polernes Afstand fra hinanden er c. 

Hvorledes udtrykkes som Funktion af Koordinaterne det 
anharmoniske Forhold Q for det Straalebundt, som dannes af 
Tangenten, Normalen og Radii vektores til et hvilketsomhelst 
Punkt i Kurven, og hvilken Relation mellem Koordinaterne 
karakteriserer de Punkter i Kurven, for hvilke Q = 1 eller er 
det nævnte Straalebundt et harmonisk? 

Hvilken er i et saadant Koordinatsystem Differentiallig- 
ningen for en Kurve, der har den Egenskab, at Q i alle dens 
Punkter har en konstant Værdi #, og hvilke Kurver giver 
denne Differentialligning ved Integration, naar & = 1? 

Chr. Hansen. 


Betegnes Polerne ved F, og /,, deres Afstande til Tan- 
genten henholdsvis ved fi og f, og til Normalen ved e og 
£,, saa har man 
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Li 
naar u og v ere Tangentens Vinkler med Brændstraalerne. 
Altsaa bliver det søgte Forhold 


Zi sv 
Kaldes Vinklerne mellem Braendstraalerne og Polaraxen 
henholdsvis /, og Z, bliver 


_ adF; _ var, 
tg u = — du og tgv=— E 
__4dF, var, . 
altsaa —Q= DE > 
Men v? = C2 + u? — 2uc cos F}, 


altsaa vdv = udu — c cos Fidu + cu sin A) . dF, 
og paa samme Maade: 


udu = vdv — c cos F,dv + cv sin F, - dF, 


følgelig | 
v dv 
i EE — — u? 
GE + c cos A Sie. HUE u + uccosf, 
er du ‘sin - du 
RARE LD yg ai 
=o ASE à + c cos F, “vg ie cos Fy 
u“ + e — u? — v? 
== 2 — y? — 72 
2uv Ty +c u v 
Er Q = I, bliver | 
dv du | 
D dy? dv = + du, eller d(v + u) = 0, (2) 


altsaa er Summen eller Differentsen af Radii vektores Maximum 
eller Minimum. | | | | 

Sætter man Q = i Ligning (1), har man den søgte 
Differentialligning. Er # = 1, faaer man ved Integration af (2) 


v—4 = constant 
og v + u = constant 


ə: Hyperbler og Ellipser med Brændpunkter i Polerne. 
V., H. O. Madsen. ` 
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Danske Eksamensopgaver. 


Skoleembedseksamen efter den ældre Form. 
Juli 1907. 


I. Integrer Differentialligningen 
yf" — 27" + 24" — 2y + y = 4? — 4x + 4. 


IL 1. Find og integrer den partielle Differentialligning 
for en Flade, hvis Tangentplan i et vilkaarligt Punkt skærer 
x-aksen i et retvinklet Koordinatsystem i et Punkt, hvis 
x-Koordinat er ligestor med Afstanden fra Begyndelsespunktet 
til Bergringspunktets Projektion paa YZ-planen. Bestem den 
arbitrære Funktion saaledes, at Fladen gaar gennem Cirklen 
Æ=O0, P+z = 1. 

2. Et Keglesnit er omskrevet om Koordinattrekanten adc 
i et Trekantkoordinatsystem og har en given Tangent i a. 
Find det geometriske Sted for Skæringspunktet mellem Tan- 
genterne i @ og c. 


II. At udvikle Lzren om Integration af Ligninger af 
Formen 


Max + Nady + Pdz = 0, 


hvor M, N og Per Funktioner af x, y og z. 
Anvendelse paa Eksemplet 


(y + 2) dx + zdy + y’dz = O. 


IV. Et materielt tungt Punkt med Massen 22 falder paa 
den konkave Side af Lemniskaten, hvis Ligning i polære Ko- 
ordinater er 7? = a? cos? 20. Lemniskaten ligger i en vertikal 
Plan med Polaraksen horizontal. Bevægelsen begynder med 
Begyndelseshastigheden Nul i Punktet 7 = a, 0 — 0. Kurven 
er glat. Hvor stor er Hastigheden i Banens laveste Punkt, og 
hvor stort er Trykket paa Banen i samme Punkt? 


Forste Del af Skoleembedseksamen i Mathematik 
og Fysik i den nye Form. 
I. Opgave i elementær Mathematik. 
Fremsæt og bevis Sætningerne om en Kugles Overflade 
og Rumfang (Sætningerne om en Pyramides og Kegles Rum- 
fang og en ret Keglestubs Overflade forudszttes bekendte). 


— m ye OK 
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II. 1. Samme Opgave som Nr. II. 1 ved Eksamen efter 
den zldre Form. 
2. Naar 


eh! = (yx) 


dz dz 
ønskes 7 08 dy udtrykte ved x, y og z. 


III. Samme Opgave som Nr. IV ved Eksamen efter den 
ældre Form. | | 


Losninger. 

I. Det almindelige Integral af den Ligning, der dannes af 
den givne ved at sætte Leddet paa højre Side lig Nul, bliver 
Yy=e(A+DBr)+(Ccosr+ D sin x. 

De ubestemte Koefficienters Metode viser dernæst let, at 


y = x? er et partikulært Integral i den givne Ligning. 
Det almindelige Integral af denne er derfor y = y, + x2. 


II. Tangentplanens Ligning er 
Z—z2=p(X—-2z)+q(Y—y) 
Betingelsen giver 
pet+qy—z=pyyr+ 22. 
Man faar heraf de sammenhgrende Ligninger 
ax _ dy _ds 
<-W+2 y z 
Af de 'sidste Forhold faar man z = ei, og bortskaffes der- 
ved z i den resterende Ligning, faas Integralet 


x —— 
SC VI + ENEE ET 

Den sggte Ligning er altsaa 
ZS 


e+ + 71.7 =79(5) 


Skal Fladen gaa gennem Kurven + = 0O, py? + 22 = I, maa 


I wer 
PATES 
y =D y 


være en Identitet, saa at man maa have 
I 


yı +o 


pv =i +o. 
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I Eksemplet bliver Ligningen derfor: 
e+ Laien fe fe. I 


eller 


x + fy? + 2lyy?+2=0. 
I det andet Sporgsmaal bliver Svaret en ret Linie, noget 
der lige let ses ad analytisk og ad ren geometrisk Vej. 


III. I Eksemplet findes en enkelt Integralligning af Formen 
xy + xz + yz + c(y + 2) = 0. 
Lettest ser man dette ved at dividere den givne Ligning 
med y?z?, hvorefter den kan skrives 
: 2 
(= + J dx = al! + 1} 
y 2 y z 
IV. Kurvens laveste Punkt bestemmes ved Kurvens Lig- 


ning i Forbindelse med u — ©. Derved finder man, at det 


laveste Punkt paa den Gren, hvorpaa Bevzgelsen foregaar, 
har Koordinaterne x, = 7 V6: MN = — 7 y2. 

Da Kurven er glat, bliver Hastigheden i det laveste Punkt 
v, = Vagyı = 3 Vzag V2. 

Bevægelsen bliver en Svingning mellem Begyndelsesstil- 
lingen og Kurvens Dobbelpunkt. 


| ie | a? ; 
Krumningsradius i et vilkaarligt Punkt er p = SS og bliver 


i det laveste Punkt p, = eve. 
Trykket sammesteds bliver 


v? 
mg + m Se = 3 mg. 
1 


Første Del af polyteknisk Eksamen for Bygnings- 
ingenigrer, Maskiningenigrer og Elektroingenigrer. 
Juni 1907. 

I. 

I. Naar 
E e475 


skal man finde de Værdier af x, y, z, som bevirker, at 


vy SE EE 
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_ ay Ee, yz 
| 2 3 4 
bliver et Maximum eller et Minimum. 


2. At integrere Differentialligningen 


5229 dy = 
ee oye 


Opløsning. 
; dz dz 
1) z er en Funktion af x og y, De 
du E e > 
— = 5- — = O. 
di 43. 3 
LEE te de 
d 6 4 4 
Af disse to Ligninger i Forbindelse med 
YT +3— 47 
finder man: 
= 921, ÿ = 20,3 = 6: T 
Videre er e Za 
E SE du d'u 
de 3 d? 2 dxdy 12 \dxdy) dx dy? 
De fundne Værdier giver altsaa Maksimum af x, 
u = 282. 


2. Differentialligningen 
pE d'y D 
FT e? SCH 
integreres ved 
y= Gz + Cx”, 
Methoden af de arbitrære Konstanters Variation giver til 
Bestemmelse af C, og C,: 


ac, I dC, 


: O, 
dx x? dx 


SA. 
a 
`a 
N 


x? 


Ci = pt 00, Q = =, +G. 


Integralet af den givne Differentialligning bliver: 
y= årlr + c/x + art 
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IT. 

1. Paa den Flade, hvis Ligning i retvinklede Koordi- 
nater er 
r — y? = 22 
A | 
har man givet Punktet (2, 2, — 3) Man skal 

a) finde Ligningerne for de to paa Fladen liggende rette 
Linier, som gaar gennem det givne Punkt, og 


b) finde Ligningen for Planet gennem de to rette Linier. 


2. I et Plan har man givet to paa hinanden vinkelrette 
Koordinataxer. En fri Partikel med Masse 1 bevæger sig i 


Planet. Partiklen er fra Begyndelsen af i Hvile og befinder. 


sig i Punktet (a, 4). Partiklen paavirkes dels af en konstant 
Kraft B, som er parallel med Ordinataxen, og dels af en fra- 
stødende Kraft, som udgaar fra Begyndelsespunktet; denne 
Kraft er proportional med Partiklens Afstand fra Begyndelses- 
punktet og lig #2 for Enhed af denne Afstand. Find Partiklens 
Sted til en vilkaarlig Tid, og bestem Partiklens Bane. 


Opløsning. 
1. Den givne Ligning fremstiller en hyperbolsk Paraboloide 
Ligningerne for dennes to Frembringersystemer er: 


x x 
ee eu EE 
og 
x 2 x 2 
2 7-1. go e 
For Frembringerne gennem det givne Punkt faar man 
k = — I, E = 3. Frembringernes Ligninger er da: 
x x 
Ee | SEN 
og 
x x 
Z 4y=— as | E ee 


Det Plan, som gaar gennem de to Frembringere, og som 
tillige er den givne Flades Tangentplan gennem det givne 
Punkt, faar Ligningen 

| x — 4y — 25 + 3 =O. 
2. Differentialligningerne for Partiklens Bevægelse er: 
dx 
dt? 


EN 47 


4 ct fW mpeg memes — uen en 


ao e, : 
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dy 10 
Naar disse integreres saaledes, at Z = O giver 
dx dy 
X = cd, y = 6, Wo Pr 


faar man: 


‘= s (ek + Br), 
B B 


Banens Ligning er: 


B 

#4 He 
a B` 
bt gi 


saa at Banen er en ret Linie. 


Eksamen for Fabriksingeniører 1907. 


I. En Flade frembringes af en foranderlig Parabel, der 
ligger i en vandret Plan og stadig har sin Akse i xz-planen, 
sit Toppunkt paa z-aksen og stadig skærer den rette Linie 

x=a; 3 +7y—= bd. 

Find Fladens Ligning og bestem det ovenover xy-planen 
liggende Volumen, der begrænses af Planerne z = à og r=a 
i Forbindelse med Fladen. 4 


2. Et plant Areal, der er begrænset af den positive Del 


af x-aksen, y-aksen og Kurven 
I 


| +. 
i Forbindelse med en Ordinat til denne Kurve, har den op- 
givne Størrelse V4. Find Abscissen til den nævnte begrzn- 
sende Ordinat. Resultatet skal beregnes med 4 Cifre uden 
Logaritmetabel, idet e = 2,71828... (Mellemregningerne ind- 
føres.) 

Opløsning. 

I. Betingelsen for, at Parablen: y? = px, zz a skærer 

den givne rette Linie er 

pa = (b — aF. 


Yri 
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Elimination af a mellem denne og Parablens Ligninger 
giver Fladens Ligning: 


ay? = x (z — 6). 


Arealet af et vandret Snit i Fladen er: 


[ra= pat divor p= 
a 


Det søgte Volumen bliver da 


2. Udførelse af Integrationen giver 


hvoraf 
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Solution d'un probleme curieux qu'on rencontre 
dans la théorie élémentaire des logarithmes. 


Par Carl Störmer. 


Quand il s'agit de calculer les logarithmes naturels des 
nombres premièrs, on se sert entre autres de la formule 
connue: 


| 8 5 
EEN L e 4 


2NF h t ONF AP | SENFA TU 


où N et A sont des nombres entiers positifs. Pour obtenir 
des series trés-convergentes, il faut choisir £ petit par rapport 
à N. Considérons spécialement les cas A = 1 et 4 = 2. 
Supposons qu’on connaisse déjà les logarithmes naturels des 
nombres premiers Zi, Pa, ...., a—ı et qu'on cherche le loga- 
rithme du nombre premier a; alors si l’on peut trouver des 
nombres entiers N et Æ tels que le produit N (N + 24) soit 
divisible par a et ne contienne pas d’autres diviseurs premiers 
que 24, Pos +... n la formule indiqué sera trés avantageuse 
dans les cas où N est aussi grand que possible; pour trouver 
de tels cas, on est conduit au problème suivant: 

Pis Bean... fn étant des nombres premiers donnés 
et étant = I ou = 2, trouver toutes les valeurs 
du nombre entier positif A pour lesquelles le pro- 
duit N(N + 2) n'est pas divisible par d'autres nom- 
bres premiers que Dj, Pa, ...., Do 

La solution de ce problème donne aussi la solution du 
problème suivant: l 
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Å, My, Mo, ...., Mn, BN, Ns ...., M étant des 
nombres entiers positifs donnés et # étant = I ou 
= 2, trouver tous les nombres entiers positifs ou 
nuls: 

Rig Horn das, Dis lee a 
pour lesquels 


AM, M... . Mam — BN Aus... NYo=h, (1) 


En effet, en appelant A le nombre ZN, Yı Am. An et 

Jis Gen Gr les nombres premiers qui divisent 

Ay DB, Missa Map Mess 
et en supposant que l'équation (1) soit satisfaite, le produit 
N(N +h) ne contiendra jamais d’autres diviseurs premiers 
que du, Ja, +... Gry et le problème se trouve ainsi ramené 
au problème précédent. 

J'ai donné il y a déjà longtemps!) la solution complète de 
ces problèmes, qui ne comportent qu’un nombre fini de 
solutions, lesquels peuvent toutes être trouvées par 
un nombre fini d'apérations algébriques. 

La solution repose sur le théorème suivant, relatif aux solu- 
tions entières x et y de l'équation indéterminée z? — Dy? = + 1: 


Théorème I. 


Soit D un nombre entièr positif non carré et soit 
e=1ou =— I. Supposons que l'équation z? — Dy?=e 
admette des solutions entières positives x et y, et 
soit y, la plus petite solution y. Alors parmi toutes 
les solutions y, il n’y en aura aucune, ou bien il y 
en aura une seule, à savoir y, ayant la propriété 
que chacun de ses diviseurs premièrs divise D. 

La première démonstration que j'aie publiée de ce théorème 
est assez longue; depuis plusieurs années je suis en possession 
d'une démonstration beaucoup plus courte que je prends 


l'occasion de publier ici. 


1) Voir les Comptes Rend us 14 novembre 1808, 


RENCONTRE DANS LA THÉORIE ELEMENTAIRE DES LOGARITHMES. 3 


Ensuite le théorème sera appliqué aux problèmes ci-dessus 
indiqués. 

Commençons par le fait bien connu, que toutes les solu- 
tions entières positives Zo, Yn de l'équation 


x — Dy? e (2) 
dans le cas, où elle est résoluble, sont données par l’equation 


An + ya YD = (a, + y, VD) (3) 


où x, et y, sont les plus petites solutions entières positives, 
et où l'on donne à x toutes les valeurs entières positives 
pour € = I et toutes les valeurs entières positives impaires 
pour £ = — I. 

Soit 7, une solution ayant la propriété que chacun de ses 
diviseurs premiers divise D. Comme 


497 57,5 D + .... 


; — . — 9 
ga = na y, + UNE ) 


"2.3 


Yn Sera divisible par y,. Posons 


Ya = Y1 Sn 
ce qui donne y, JD =) A. A sera donc un nombre entièr > I 
et non carré. En substituant ces valeurs dans l’equation (3) 
il viendra 


Fo + 2 VA = (7, + VAY. 


D’après la propriété imposée a Ae chaque diviseur premier 
de Za divisera A. Cherchons les valeurs de z pour lesquelles 
cela sera possible. | 

Si an > 1, désignons par p un de ses diviseurs premiers et 
posons 2 = pi, ce qui donne | 


Zz. + 2 VA = (4 +74) = (tp + Se VAY 


— I). (À — 2) 
I "2.3 


d'ou 


À. (A 


À — 1 1 — 3 3 
Zn = À - 2p + Xp zA +... 


ı* 
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Donc zg, sera divisible par zpet par conséquent chaque 
diviseur premier de 2, divisera A. Mais comme 


épi gee tes... D 


1-2-3 


chaque diviseur premier de gp divisera aussi 2x? "'. Or comme 
4,2=A+e, x sera premier à A, c'est a dire que chaque 
diviseur premier de g, divisera g. Donc 2, sera une puis- 
sance de gp. Comme p>1, la formule (4) fait voir que 
Zp > I et nous pouvous poser Ze = g', où r> I. En substituant 
cette valeur dans l'équation (4), il viendra 


2-2-1-2, 


1.2.3 


pe + A+... =pr. 


Si # > 3, alors le second terme et tous les termes suivants du 
premier membre seront divisibles par p?, parceque p divise Å; 
cela exige que 7 = I; en effet, sir >> I, x, serait divisible 
par 2, ce qui est impossible parce que x, est premier avec A. 
En divisant par p il viendra donc 
EEN ee 
1.2.3 
ce qui est impossible, le premier membre étant > I. 
Si p = 3, on aura 

3° + A= 3" 
et comme A = 4,?— €: | 

4H? Es 3. 


Si &=— I, 4%,? + I sera divisible par 3, ce qui est impossible; 
Si € = I, on aura 
(2%, — 1) (27, + 1) = 3". 
Or, À est divisible par 3, donc x,? = A+1 sera > I, c'est à 
dire que 2x, + I et 2x, — I seront aussi > I. Mais d’après 
l'équation, ces deux nombres seraient alors divisibles par 3, 
ce qui est impossible, leur différence étant 2. 
Enfin, si = 2, on aura 


Deine 
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et comme x, est premier avec A, qui lui-même est divi- 
sible par 2, il faut que 4, — 1, ,=2 Or, si E = —1, 
2 sera impair et le cas p = 2 ne se presentera pas; 
si € = I, On à 4,2? = A + I par consequent z, > I, ce qui 
est impossible. | 

Par conséquent, l’hypothese d'après laquelle 2 contien- 
drait un diviseur premier 9 > I est inadmissible, c'est a dire 
que z= I; donc, si tout diviseur premier de y, divisera D, 
n sera = I, c.g.f:d. 


\ 


Le théorième étant ainsi démontré, revenons à notre 
premier problème. Soient g,, gə, ...., Jm #2 nombres premiers 
différents choisis parmi les nombres 2,, Pa» ...., fn. Le pro- 
bléme sera résolu, si l’on fait le choix des nombres g de 
toutes les manières possibles, #7 ayant les valeurs 1, 2, 3,...., 7 
et si pour chaque choix particulier, on trouve tous les nombres 
entiers V pour lesquels le produit N (W + A) est divisible par 
Jis Joy ++ ++) Jm et non divisible par d’autres nombres premiers. 
D'autre part, si Æ = 1, le produit V(V + A) sera égal à 
4 (2V + 1)?—1] et si A=2, il sera égal à (V+ 1)? — 1. 
Il faudra ensuite trouver tous les nombres entiers positifs 


X, Zis Zo, +. Zm pour lesquels: 
a? — I = aquger.... gm (5) 
a étant = I ou = 4, et gi, Go, ...., Jm étant les nombres 


premiers cités plus haut. 

Nous allons voir que le théorème I donne la solution 
complète de ce problème. A cet effet désignons le produit 
. du second membre de l'équation (5) par P et posons 


2, = E + 24, ...., Zm = Em + 2m 
et de plus 


& af Em — 
agig2....g =D 
t t: tm — 

10, EE Zn =Q 


de manière que P = DO? En substituant maintenant de 
toutes les manières possibles aux &, ...., Em, les valeurs 
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I et 2 et en même temps aux 4, 4, ...., fm toutes les 
valeurs entières positives ou nulles, les variables zu, 2,...., Zm 
auront toutes les valeurs entières positives. On obtiendra ainsi 
une infinité de valeurs de P et de Q; mais, les € étant 
moindres que 3, on maura qu'un nombre fini de valeurs 
de D correspondant a toutes les manières différentes dont 
on peut choisir les € égaux à 1 et 2. Soient ces valeurs 


Dre Dis 40055: Diese Di 


Tous les produits P sont ainsi distribués en v classes, 
contenant chacune une infinité de produits P= DO? pour 
lesquels D aura la même valeur Ox. (Considérons tous les 
produits Q correspondant à cette valeur 24. Nous allons 
démontrer qu'il y en aura un au plus pour lequel Dk Q? est 
égal à zët, x étant un nombre entier. En effet, chacun 
des produits Q a par définition cette propriété que chacun 
des ses diviseurs premiers divise D,, et en vertu du théorème I 
ou l'équation +? — DO = 1 sera impossible pour des nombres 
entiers positifs x et Q de la propriété demandée, ou bien il 
n'existera qu'une seule solution Q = y,, à laquelle corresponde 
x = xi, %, et y, étant les solutions entières positives les plus 
petites de l'équation x? — 2,7? = 1, solutions qui sont géné- 
ralement appelées solutions fondamentales. 

A toute valeur D, correspond ainsi, au plus, un seul 
systeme de solutions x et Q et par consequent nous avons le 


Théorème II. 
Toutes les solutions entières positives x de 
l'equation 
22 — I = agaga... gr 
se trouvent, si elles existent, parmi les solutions 
fondamentales des équations 
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où D,, D,,...., D, sont toutes les valeurs du produit 
D=aq".q2....g.", les &, &, ...., Em etant choisis de 
toutes les manieres possibles = I ou = 2. 

En décomposant les nombres correspondants 
x?—1= D,y? en diviseurs premiers, on trouve en- 
suite les systèmes correspondants de solutions 


Zi» 22, oo og Zm» 


Comme la recherche des solutions fondamentales d'une 
équation x? — Dy? = I n'exige dans chaque cas donné qu’un 
nombre fini d'opérations algébriques, notre assertion relative 
aux problèmes cités au commencement se trouve ainsi complète- 


ment démontrée. 


Om nogle leddede Stangsystemer. 
Af C. Crone. 


I en Afhandling i Nouvelles Annales de Mathematiques 
1875 har Professor Liguine i Odessa beskrevet et leddet Stang- 
system, der kan anvendes til Transformation af Kurver. Jeg 
skal i det følgende give Hovedtrækkene af Apparatets mate- 
matiske Teori, paa hvilken der i den nævnte Afhandling kun 
gaas lidet ind. 

Stangsystemet ses i Fig. 1. De helt optrukne Linier 
OB =n, OC=n, DP, =m, EP, =m, PB =c, PC=c er 
Stænger, der i O, P,, P, D, 
E, B og C er forbundne ved 
Hængsler; vi sætter OD = m,, 
OE = m'i. Længderne skal 
vælges saaledes, at under Bevæ- 
gelsen OP og OP, der beteg- 
nes ved p og p,, stadig ligger 
i samme rette Linie. O ligger 
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fast, og naar man lader P gennemløbe en Kurve, beskriver P 
den transformerede Kurve. At stadigt < DOP, = < BOP og 
Z EOP, = 4 COP vil vere udtrykt ved Relationerne: 


a (pj 4 HP) 


m, Pı n p 

Re d d 22 ) 
I (m ?— m _ 1 (n?—c? 
Aa urn 


Disse maa vere samtidigt tilfredsstillede for uendelig mange ` 
Set Verdier af p og p,. Vi vil først tænke os, at hver af 
Ligningerne (1) deler sig i to med Hensyn til p og p, ratio- 
nale Ligninger. Man maa da ved at løse den første Ligning 


med Hensyn til p faa to Udtryk af Formen ap, ++ di 
| 1 


da disse Udtryks Produkt skal vere lig 2? — c?, maa de have 


202 
Formerne Zo, og $ i ©. Ved Sammenligning af 
| 1 
n?— e? n? — ef n2— e? 
— E (1— -)=o eller p + ——— = E = 
(P D Zoo, H o Pit kp, 
med (1) faar man | 
2m 2 2__ pr2 2__ 2 2 2 
Beh Fr gt er ae SET, 
my m Lë mm? m: m? 


altsaa maa Cirklerne med Radierne # og c og Centrerne D 
og B have et Lighedspunkt i O. Det samme maa gælde for 
Cirklerne med Radierne o og d og Centrerne Æ og C, og 


n a 
man maa enten have 5 Ze Pantografen, eller 
: 1 1 1 


m, 


”n 


pp, = m — e?) Zt = be 


9 


altsaa en Inversor; Peaucelliers Inversor faas for n = m, 
a =M; më m=. 
Opløser Relationerne (1) sig ikke, maa man have: 


; M ç om 
m? — m? = m? — m’, n? — = HN? — C?, SE = —. 


Nn 
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Da er stadig BC. OP, DEJ OP, og BC DE. I denne 
Transformation maa til hvert Punkt P svare to Punkter Z i 
invers Beliggenhed med Hensyn til O med Inversionspotensen 
n?— c?, til hvert Punkt P to Punkter A, i invers Beliggenhed 
med Hensyn til O med Inversionspotensen m,2— a? Hvis 


LE vil P kunne falde i Diagonalernes Skæringspunkt i 
m 


Firkanten OBPC; drejes Systemet om O, vil P beskrive en 
Cirkel med Radius Yn?— ei Figuren os Inversionscirkel, 
medens Dis to tilsvarende Stillinger beskriver to Cirkler, 
Gr&nsecirklerne i Figuren o. Til Punkter i Figuren p, 
mellem disse Cirkler svarer ikke reelle Punkter i Figuren p; 
Grænsecirklerne i Figuren o er ikke reelle, Omvendt for 


C_ m i i 
gy Beskriver A, en Kurve, vil P beskrive en anallag- 
i 


matisk Kurve, der gaar over i sig selv ved Inversionen med 
Centrum i O og Potensen 2? — ci 

Lad os betragte en anallagmatisk Kurve af »! Orden 
med Inversionscentrum O, Inversionspotensen £2, -dobbelt 
Punkt i O. Kurven antages ikke at indeholde Cirkler med 
Centrum i O. Indfores polære Koordinater p, 8 med Pol i O, 
og bortdivideres pP, faas en Ligning af Graden x -- p, hvori 


2 | 
` er Rod, hvis p er det; n — p er nødvendigt lige. Ligningen 


maa kunne skrives: 


n—p n—p 


op, A, + pr-P-1. A ae +9? Antok ? +... 
2 
+ PÅ pga AP + A, TP = O, 


hvor A’erne er homogene Polynomier i cos 0 og sin 0 højst 
af de Grader, deres Indices angiver, dog at Graden for mindst 
eet À skal være lig Index. Ligningen kan ogsaa skrives: 


DR pn- pe-Pp-2 n— p 
eg hae E E E E 
o? o = 1 ER 
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2 
Indfores her paa sedvanlig Maade p + Sg anvendes Trans- 


formationen (1), idet £? = u? — c? og multipliceres derefter med 


n—p 
Dip, faas Ligningen for en anallagmatisk Kurve af a 
n-p 
2 
Orden; denne Lignings hojeste og laveste Led er A, (=) D: 
| n-p | ` 
2\ 2 a! p 
og A, - (72,2 m?) ? D Den nye Kurve har et a 
1 
dobbelt Punkt i O med samme Tangenter som den oprinde- 
lige og gaar ligesaa mange Gange gennem hvert Cirkelpunkt. 


Er specielt »,2— mm? = 0, faar den transformerede Kurve et 


a tA dobbelt Punkt i Oi 


Vi vil nu lade /, beskrive en Cirkel e, Er denne sin 
egen inverse Kurve i Figuren p,’s Inversion, beskriver P en 
Cirkel e Hvis Grænsecirklerne i Figuren o er reelle og 
skæres af d kan D kun beskrive de Buer af c',, der ligger 
indenfor eller udenfor begge Grænsecirkler, medens P gennem- 
løber hele c,. Omvendt, hvis det er Figuren os Grænsecirkler, 
der er reelle. Svarer c’, ikke til sig selv i Inversionen i Figu- 
ren p,, danner man en anallagmatisk Kurve i denne Figur ved 
at tilføje den inverse Cirkel c”,; P maa da gennemløbe en 
anallagmatisk Kurve &, af fjerde Orden med Dobbeltpunkter i 
Cirkelpunkterne. Hvis c’, gaar gennem O, bliver c”, en ret 
Linie, og Transformationen giver en Kurve af tredje Orden 
gennem Cirkelpunkterne og O. Skal #, have andre Dobbelt- 
punkter end Cirkelpunkterne, maa de ligge paa Inversions- 
cirklen i Figuren p; laa et Dobbeltpunkt F nemlig ikke paa 
denne Cirkel, var det inverse Punkt G ogsaa Dobbeltpunkt, 
og P, maatte ved at gennemløbe c’, passere begge de til FG 
svarende Punkter, hvad er umuligt, da c', ikke svarer til sig 
selv i Figuren pos Inversion. Skal et Punkt H paa Figuren 
p's Inversionscirkel være Dobbeltpunkt paa £,, maa č, røre 
en af Figuren ps Grænsecirkler i det tilsvarende Punkt Æ; 
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k, faar da i H sammenfaldende Skæringspunkter baade med 
OH og med Inversionscirklen. For at finde Tangenterne til 
k, i H differentierer vi (1) med Hensyn til p's Vinkel 0 med 
OH. Derved faas: 


E PR de EU E 
m, | På = pa) PdO n p 2 pad ð 

Svarer p,0 til et Punkt paa £, uendelig nær ved Æ er 
do = p — yn? — c?, og man finder 


— (p,° — (m? — m?) cain = — —(p + Yr?— e DEA 


Er Radierne i c’, og i den Grænsecirkel, som e, rører, 
r og a, bliver Ligningen for c’: 


r? = (a + r} + py? — 29, (a + 7) cos 6. 


Af denne faas: 


eller, naar 6 erstattes af #6, p, af a, p af Ui — e: 


a, _ atr (35) = n a — (m?— m?) adr 
g E EE AT 
1 


Mae? tr-a °S \pd6 me ra 


Man kan danne sig en Konikograf ved at tilføje en Inver- 
sor med fast Punkt H hvis ene bevægelige Stift følger 2. 
Det Keglesnit, man kommer til at tegne, har sine Asymptoter 
parallele med Ss Tangenter i Æ, altsaa sine Aksers Forhold 


lig sn St Toppunkterne er de inverse Punkter til de Punkter, 


hvori OF, 's andet Skæringspunkt med c’, gaar over ved Trans- 
formationen (1). 7 bestemmer Keglesnittets Form, de rette 
Dimensioner faas ved passende Valg af Inversoren. 

Hvis man i den specielle Transformation, hvor m = m, 


tillige lader #, være lig = vil PA, stadig ligge i Skærings- 


punktet mellem Diagonalerne i Firkanten OBPC. Betegnes 
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P,P ved p, er p?—Pp?=n?—.c? og altsaa p, = Y#?—c2+p,?; 
Sylvester bruger denne Form for Apparatet (»extracteur binôme 
quadratiquee) til at finde den ene af Storrelserne p, og ` 


yn? — ci + 0,2, naar den anden kendes, f. Eks. til Bestem- 
melse af sec, naar tg er givet. Den samme Transformation 
kommer frem ved en Trestangsforbindelse 0,A BO (Fig. 2), 
hvor O, og O er de fa- 
ste Punkter, 2, C= A,B, 
idet P, i Transforma- 
tionen svarer til Z P 
beskriver en Kurve af 
fjerde Orden med Dob- 
beltpunkter i Cirkel- 
punkterne og i O; BC 


er da under Stangsyste- 
mets Bevægelse stadig 
Tangent til et Keglesnit | 
k, med en Akse paa Linien gennem O og O, Vi sætte 
P,C=P,B=c, OB = n, og betegne Cirklerne om O og O, 
ved c, og C. Inversionscirklen z, i P's Figur har Radius 


Fig. 2. 


lig Yn?— c?; Grænsecirklerne i P's Figur er z, og Nulcirklen 
i O. č, og dens inverse Cirkel med Hensyn til 2, skærer 
hinanden i to med Hensyn til OO, symmetriske Punkter paa 
z,, og i de samme Punkter maa P's Kurve have sammenfal- 
dende Skæringspunkter med z,; da Fællestangenterne til z, og 
k, rører z i dens Skæringspunkter med P's Kurve, maa &, 
have Dobbeltroring med z, i de nævnte Punkter. Omvendt 
vil, naar en Korde BC i ce, stadig er Tangent til et Kegle- 
snit &, med en Akse gennem O, og Radius i den Cirkel med 
Centrum i O, der har Dobbeltrøring med &,, er lig Va? — ei 
et bevægeligt Punkt P, der har Afstanden e baade fra B og 
C, beskrive to Cirkler. 

Udtrykkes Koordinaterne til de to Punkter A, og £ paa 
sædvanlig Maade rationalt ved Parametre a og B, vil den Lig- 
ning mellem a og B, der udtrykker, at 7,2 er konstant, være 
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af anden Grad i hver af disse Parametre. Skal Trestangs- 
kurven beskreven af Punktet M opløse sig, maa Ligningen 
dele sig i andre. Er den ene af disse a = konst., maa P 
kunne falde i O, og man maa have O,P, = 0,0, BP, = BO; 
Trestangskurven indeholder da en Cirkel med Centrum i 
O og Radius AM. Hvis der yderligere udskiller sig en 
Relation B = konst., maa Cirklerne c, og c’, gaa gennem 
hinandens Centrer, og Trestangskurven deler sig i tre 
Cirkler. Deler Relationen mellem a og ß sig i to af første 
Grad i a og første Grad i B, er Punktrækkerne B og C 
` projektive med Punktrekken D, altsaa indbyrdes projek- 
tive. I dette Tilfælde maa & have Dobbeltrgring baade 
med z, og med c,, og Roringspunkterne er Endepunkterne af 
%,s Akser. & har Centrum i O, og dets Brændpunkter paa 
OO, har Afstanden c fra O. Da de vinkelrette paa BC i 
B, P og C mellem sig afskærer Stykker lig c paa OO,, maa 
en af Linierne AB og PC vere parallel med OO,. c, gaar 
da over i č, ved at parallelforskydes Stykket e i Retningen 
OO, og man har OO, =c, O,P, = OB. Trestangskurven 
indeholder en af M beskreven Cirkel med samme Radius som 
€ og Ga, hvis Centrum sammen med O og O, danner en med 
MBP, kongruent Trekant. Det kan let vises, at den øvrige 
Del af Trestangskurven, der beskrives af M,, er Fodpunkts- 
kurve for et Keglesnit. Æ beskriver et Keglesnit e, med 
Brændpunkterne O og O,, da OF — O E = OF — CE = OC. 
é,s Tangent EF i E er Symmetriakse for »Kontraparallelo- 
grammete OCP,O,; svarer i denne Symmetri A ONO, til 
AN PMC, er N et fast Punkt. F har til geometrisk Sted e,'s 
Fodpunktskurve for N som Pol, og M, beskriver denne Kurve 
multipliceret med 2. M, følger med e,'s symmetriske Kegle- 
snit med Hensyn til EF under dets Rulning paa e,. 

I Trestangsforbindelsen i Fig. 3, hvor O,P er lig 0,0 
og BP lig BO, vil det øjeblikkelige Drejningspunkt Æ beskrive 
Descartes Oval. Da BO, halverer < PBO, er nemlig 
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OE _OE—OB 
OP PB ` 


A 
en 
e 
4 1" 
DN im 
z ` 
1 
1 
H 
Iw 
` 
' 
‘ 


hvilken Ligning i bipo- 
lære Koordinater med 
Poler i O og O, frem- 
stiller en Descartes Oval 
med Dobbeltpunkt i O 
og Brændpunkt i O.. 
PB vil folge med en 


Kurve, der ruller paa 
denne Oval; denne Kurve 7 
ses paa analog Maade at Fig. 3. 
være en Descartes Oval med Dobbeltpunkt i P og Brændpunkt i 
B. At M foruden en Cirkel med Centrum i O og Radius PM 
beskriver Fodpunktskurven for et Keglesnit, har Mannheim be- 
vist saaledes: A BDO er symmetrisk med A BMP med Hensyn 
til O,B. O,B drejes om O med Drejningstrekanten OBD hen 
til FD, hvorved O, kommer i det faste Punkt F; FD og dens 
med Hensyn til 0,8 symmetriske Linie GM danner konstante 
Vinkler med 0,8 og MD. Cirklen om O, gennem F og G 
maa af GM skæres i et fast Punkt Q, da < FGO er konstant. 
Da F er fast, < FDM konstant og D beskriver en Cirkel, er 
MD Tangent til et fast Keglesnit, og M’s geometriske Sted 
bliver et Keglesnits Fod- 
punktskurve for Q som Pol, 
da < QMD er konstant. 
Liguines Afhandling in- 
deholder foruden det i det 
foregaaende omtalte Stang- 
system flere andre, af hvilke 
jeg skal nævne et, der kaldes 
Peaucelliers Protracteur (Fig. 
4). AMPNP, er en Peaucel- 
liers Inversor, med Inversions- 


centret 4 og Inversionspo- 
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tensen AP, . AP. AS og AS er lige lange Stænger med 
Hængsler i A, S og A. Under Bevægelsen vil den inverse 
Linie / til Cirklen om S med Radius SÅ være fast forbunden 
med AS og stadig gaa gennem ?. Holdes P fast cg be- 
skriver et Punkt af Z Kurven med Ligningen p=/(8) (Polen i 
P), vil et andet.af Z's Punkter i Afstanden e fra det første 
beskrive Kurven med Ligningen p + c =f (0) Paa denne 
Maade kan man tegne Konkoiden og Pascals Limaçon. 


Om nogle Integraludtryk for log I(x) og » (x). 


Af N. R. Jørgensen. 


Betyder € (x, u) den af Lipschitz i Crelles Journal Bd. 105 
. betragtede Funktion 


v=00 
— 2AVi 
C (x, £ u) = > a for = +2. (n pos. hel) 
v=0 
altsaa 
v= CO 
I 
(1) (x, u) = > GER 
v=o 


der er Konvergent for R (u) > I og x ikke Nul eller negativ 
hel, har man følgende Definition for (x, u) gældende for hele 


Planen 
+ 00 

(2) 2 sin mul (u) Z (x, u) = z m dz, 
+00 


hvor Integrationsvejen gaar langs de reelle Tals Akse fra Loo 
om Nul til + oo. Ved at integrere negativt om Polerne for 
Integranden, faar man 
A= sin base Zil 
(3) sin aul (u)Z (x, fat A See for R (u) I, 
pe! 
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hvilket let ses at give en Relation mellem Ce, ul og en 
G-Funktion med den variable I — pu. 

Anvendes den Euler-Maclaurinske Summationsformel paa 
Rækken (1), faas folgende to almengyldige Udtryk for Z (x, u). 


(4) C(x, u) = 
og 


I (r+) — (r — zy) 
u jami e a n 2 


v—n—1 


Ge I I (x + n)! 
Lie A SG Ow 


(5) = 


-4| n t y) (eta DN y, 


ey — I 
0 
hvilket sidste er dannet ved først at FS Summationen 
ved det te Led af Rækken. 
Et andet Udtryk faar man ved i (4) at udvikle Integranden ` 
i Potensrække efter Potenser af u, hvilket giver | 


I I 
Dur Tee 
(6) 
> Xe yi fle on ey) yy, 
ey — I 


hvilken Formel senere skal blive til Nytte. 
_ Differentieres (5) m. H. t. u, faas, idet vi for Kortheds 
" Skyld sætter DZ (x, u) = (x, u) 


v=n—l 
__ V'log(r+v)_, log(r+) 
& (x, u) SR cm (atv) je (x + n)! 
(7) na a RC Le 
one (1 — pu)? 
Sé d ont ne t-Ioglern olere- D y 
0 


hvoraf faas 
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v=n—1 


eu) — e (i p) = 


v= 


PURE TER à 


log (1 +v) log(x+ v) n 
Ka ebe ak 


ARE rn 
EEN (log (1 + 2) (1 + 2) 178 — log (x + 2) (£ + nt) + 
noël + aie fö + a)i) m die n). 


hvor /(x, n) betyder det i (7) indeholdte Integral. 


Sættes nu u = O, faar man 


v=n—l 


FROST ED (log (1 + v) — log (x + v) log Se 


v=0 


-((1 + 2) log (1 + n) — (x + 2) log (x + n)|— (x — 1) 
— Eli, n) — Z (e, n) 


p=0 
Lader man her x vokse uden Grænse, gaar Zut, 7) — /(x, x) 


mod o, og man faar 
v=n—1 


C (x, 0) —Z (1,0) = lim D (log (1 + v) — log (x + v))— (rt — 1) 


v—0 
+ lim |( AG + 2) log (x + n) — (1 + 2)1log (I + ell 
Nu har man imidlertid | 


LS +n n) log (x + 2) — (1 + 2) log (1 + si 
x+ min 
im e — 1) log (x + n) + log (FE) 


x+ ail + log ex-!, 


7 = 00 
= lim (7 — 1) log ( 
2=00 
hvilket giver folgende vigtige Formel 
(8) G (r, 0) —Z (1,0) = log I (+), 


der ved 
Nyt Tidsskrift for Math. B. XIX. 2 
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C (1, 0) = — 4 log 27 
giver 
(9) C (x, 0) = log I (x) — 4 log 27. 
Af (9) faas let 
lim We +% m) — (1 + 2 (1, 9))] PH) = log fiel 


der ved Hjzlp af Formlerne 


00 
XZ øl — 1 
T (u) 6 (x, u) fee og I (u) = [es ids 
0 d 
giver 
Géi 
ET TE" 
lim | — iser z+—1dz = log I (2), 


hvilket er den bekendte Formel af Plana‘): 


(10) == = + (z — I) — 2 = = log I (1), R(z)>o. 


I 


Et andet bekendt Integraludtryk faas af (6), idet 


I I 
D, GG nn 8 
er Koefficienten til u i Rækken i (6), hvilket giver 
D |x (x jh = 
H H ES? u= i)e" 
, log x I log + = 
= , 0 KEE D 
L'(, 0) + 3 st Tomaten, 
co | se 
log (1 + A — log (1 fl arctg > 
ER, EE = a 
= 7 ey — I y = 2 WI I 
0 | Å 


eller ved (9) 


N Plana: Mémoires de Turin 1818. 
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(11) logl(d)=ylogzn+(r—4)logr—x+2 ay = dy (Binet 1) 


Differentieres (3) m. H t. u, faas efter nogen Reduktion 
ved Hjælp af den bekendte Formel (1 — u) = p(y) + x cot nu 


sin mpl (u) Ets, u) + (1 — p) Eis, Wil 


=00 , n =00 K 
sin (zone + >) Š cos| bé +5) 
= log 27. (27)! — A —.(2n) E SE 
p= eo ° p=1 PER 
flog ZG. sin (2072 + Zu 
+ (27) > al 
pal £ 


Sættes heri u = 0, faar man for |x| <1, idet 


2=00 
I sin pn oh  ,_ 

rS À RR 
ege 


4 > = == ze — À log (2 sin ne), 


ved Benyttelse af (9) 
| log T(x) — 3 log 27 + w(1) (4 — +) 


la 


= log 27 (4 — x) — 4 log (2 sin xx) 2 ? log? sin 2PTX, 


der ved il = — C, hvor C er den Eulerske Konstant, gaar 
over til den Kummerske Række?) 


3) Binet: Journal de l’École polytechnique, cahier 27, p. 243; 1839. 
?) Kummer: Crelles Journal, Bd. 35, p. 1—4; 1847. 
28 
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We 2n + (4 — N Er sin nr) 


2=00 

E | Dr sin 2pnx, 
p=1 

der er konvergent for |x| < 1. 


Af (9) faas 
DEMO) = Wisel, 


der ved Ligningen 
7 "Die, u) mois MAC u+ 1) 2 


giver 


Da) = — lim [e (r, u + ten) 


Anvendes dette paa Formlen (4), faar man 


ees gles ee 
H(z) = SE log x lar (emy — 1 
0 


eller, idet v(x) = log x — w(x), 


00 ` i D 
Eo f dy aes 
et rare) Poisson) 
0 


medens (5) umiddelbart giver Formlen $ 


V— 00 


(15) v= DI arr eli +5 Ly 


Differentieres (9) m. H. t. x faar man let 


DCE lim TU) (1 — gint 1)) = lim (TG) —T (u + 1) (ep + 1)| 


der ved de bekendte Integraludtryk for TI (u) og T (u) (x, u) giver 


a Lee 


D (x) = lim = Ss 


u=0 


i GES 
eller 


1) Poisson: Mémoires de l’institute de France; 1811 p. 221. 
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(16) th (z) -f — dz, 


der skyldes Gauss!). Nu ser man imidlertid, at 


a a 


p(z) + C= RO u) — ACT | 


der let giver | 
SÉ 


p(z) + C= inf De er idz 
u=1 I—e? 
eller 
, 00 o | 
{17) | p(x) + c= 2, 
. : ` 
der ved e~? = ¢ giver folgende Formel 
| u 1. = i 
(17 a) (x) + gl FEF dt (Legendre)?). 
| leo ffe ER SL 
Ved Hjælp af Transformationen ¢ = I + faas 
| | sn de | ki | ; 
Tu + 1)2(2, 44 1) [ES = | (1 + -tæ 148 
0 ef? 


hvoraf umiddelbart den af Dirichlet3) givne Formel 


(18) ve = [et +90]. 


Som man af det foregaaende ser, kan saa at sige alle be- 
kendte Integraludtryk for de med [-Funktionen beslægtede 
Integraler udledes af den Lipschitzske %-Funktion; betragter 
man f. Ex. i Stedet for Z(z,u) Funktionen %, (x, u), der er 
dannet af den almindelige Funktion ved at sætte 


1) Gauss: Comment Götting. Bd. 2 p. 41, 1812. Werke Bd. III, p. 159. 
?) Legendre: Exercices sur le calcul integral T. II. p. 45. Paris 1817. 
*) Dirichlet: Crelles Journal. Bd. 15 p. 253—263. Werke Bd. I. p. 273. 
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t= + = (2n + 1), 
faar man umiddelbart | 


a) BH =4 = OE, Ro 


der skyldes Legendre!), hvilket maa vere tilstrækkelig til 
at vise, at ogsaa Funktionen B(x) kan behandles efter samme 
Metode. 


Efter at nærværende Note i det væsentlige var skrevet, 
er jeg bleven gjort opmærksom paa en Afhandling af Lerch?), 
skrevet paa Cekisk, hvor han behandler Funktionen fra samme 
Synspunkt; imidlertid er Lerch’s Behandling fuldstzendig for- 
skellig fra den her fremsatte, idet det eneste fælles er Z-Funk- 
tionens Brug; Lerch gaar ud fra alle Integralerne som kendte 
og omskriver dem til Z-Funktioner, altsaa den modsatte Vej, 
tilmed er kun meget faa af dem behandlede. Da tilmed 
 Lerch's Afhandling paa Grund af Sproget er vanskelig til- 
gængelig for danske Læsere, turde en analog Behandling af 
Spørgsmaalet i nærværende Tidsskrift ikke være til nogen 
Skade. | 


Brev fra Direktør F. Bing. ` 


Kære General Madsen. 


For nogen Tid siden leste jeg i Nyt Tidsskrift f. Matem. 
noget pænt, De havde lavet. De beviste nemlig, at en Op- 
gave, Zeuthen havde stillet, løstes ved at bevise, at man altid 
kunde finde fire Konstanter &, saaledes at Z£,9, = O, hvor pr 


| 1) Legendre: Exercices sur le calcul integral, Bd. If. p. 157; Paris 1817. 
?) Lerch: Rospravij česke akademy Franz. Josepha. Trida II. 3. 
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var Afstandene fra et vilkaarligt Punkt i Planen til fire fast 
beliggende Linier. Jeg synes imidlertid, at dette kan vises 
naturligere, end De gør det. — Tænk Dem nemlig Ferne som 
Kræfter langs de faste Linier, saa vil 24,9, være Summen af 
Momenterne m. H. t. det vilkaarlige Punkt, og netop fordi 
det er vilkaarligt, maa Kræfterne have Resultanten o, da ellers 
en Flytning a af Punktet i en Retning lodret paa Resultanten 
vilde forage Z£,p, med Ra, som ikke kan vere o, med mindre 
Resultanten À er o 

Der skal altsaa vises, at man paa fire faste Linier kan 
anbringe Krefter, der holde hinanden i Ligevegt! 

BA er den ene Kraft. AE = BC 
er den anden Kraft i Z fort hen til 
A; altsaa BE Resultant af de to 
Kræfter i B. Trekkes BF — DA 
til den skærer Diagonalen AC i F, ses 
OF OB OA OE 


04 OD 8 OC” OB’ hvoraf 
D = SE altsaa EF x DC. 


EF og FB er lig Kræfterne i D, der altsaa har Resultant 
lig ZB. De to Resultanter altsaa lige og modsatte. 


Den 7. November 07. 


Bing. 


 Litteraturanmeldelser. 


N. H. Abel: Sa vie et son oeuvre par Ch. Lucas 
de Tesloüan. (Gauthier-Villars, Paris 1906; 168 p. avec un 
portrait.) 

Denne nye lille Oversigt over Abels Liv og Værker, er 
særdeles letleselig og velskreven. Den har sit Særpræg der- 
ved, at den er bestemt for en Læsekreds, der vistnok især 
findes i Frankrig, men som nu dog ogsaa udvikler sig i andre 
Lande, nemlig Læsere, som uden at være særlige Fagfolk, 
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dog kan saa meget Matematik, at et Udtryk som elliptisk 
Integral ikke forskrekker. For at hjelpe paa Hukommelsen i 
den Henseende har Forf. tilfgjet nogle Noter af rent mate- 
matisk Natur. Bogen gør ingen Pretensioner; den indlader 
sig ikke paa kritiske Vurderinger, heller ikke tager den Del i 
Prioritetsstridighederne mellem Abel og Jacobi, heller ikke 
stræber den at give nye biografiske Oplysninger, den beretter 
kun og ger dette meget overskueligt. En eller anden lille 
Fejl kan vel indlebe, saaledes kan man ikke kalde Degen for 
en i København boende Landsmand af Abel. Hans Opfattelse 
af Abels Personlighed er ogsaa karakteristisk fransk, idet han 
med Forkærlighed fremhæver den Forening af Genialitet og 
Karaktersvaghed, som skal findes hos Abel. Men det er ikke 
givet, at den Naivitet, som ganske vist kommer tilsyne hos 
Abel, efter nordiske Begreber skyldes Karaktersvaghed. 
Bogen — der er dediceret til Forf.'s Hustru — er en for- 
ngjelig og let Lekture for alle med matematisk Interesse og 
den er skrevet med den største Beundring for sin Genstand. 


(C. J.) 


Boger, indsendte til Redaktionen. 


Essais de psychologie et de métaphysique positive; Arithmétique gra- 


phique; Introduction à l'étude des fonctions arithmétiques par Gabriel 
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Introduction à la theorie des nombres transcendants et des. 
propriètés arithmétiques de fonctions par Edmont Maillet., (Gauthier- 
Villars, Paris 1906. V + 22 p.) 

Leçons sur les séries trigonométriques professées au colléve 
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Leçons sur l’Integration et la recherche des fonctions 
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(Gauthier-Villars, Paris 1904. VII + 138 p. prix 3 fr. 50 c.) 

- Leçons sur les fonctions discontinues, professèes au college 
de France par René Baire. (Gauthier-Villars, Paris 1905. VII + 127 p.) - 

Leçons sur les théories générales de l'Analyse par René 
Baire; tome I. principes fondamentaux — variables réelles. (Gauthier-Villars, 
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Leçons élémentaires sur la théorie des fonctions analy- 
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Om nogle Formler i Fladenormalens Teori. 
Ved Nikolaus Hatzidakis, Universitetet Athen, 


Indledning. 


I. I Fladeteorien efter Gauss kan man udtrykke 


dx dx dX aX 
TZ, =o. s. v. gennem X, Y, 2, Tr do 


mentalstørrelserne af første og anden Orden, og, omvendt, 
aX aX dx ax 
o Ss. v. gennem —>, — 0. s. v. og Fundamental- 


Ge ve Ua ae 
størrelserne 1). Man finder paa den Maade en Række af 


o. s. v. og Funda- 


Formler, som i Lærebøgerne, trods deres Sammen- 
hæng, behandles særskilt og bevises paa forskellige Maader. 
De følgende Linier er et Forsøg, at fremhæve alle disse 
F ormlers "indre Sammenhæng, samt at bevise dem paa en ny, 
geometrisk Vej. | 


I. 
Koordinaternes Formler. 
2. Darboux's Formler. — Disse findes i »Surfacese,?) 

4. B., S. 42—47 og er følgende: 
2203-53) -3(6 ‘aH deal 
SETETE ET 
CE mr RR) 
a) 
(m | Y= pr (0, do) — ar (0, Bo, Då) 
a) 


hvori: 


1) x, y, z er Koordinaterne, X, Y, Z Fladenormalens Kosinuser. 
2) Leçons sur la théorie générale des surfacesc. 
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Å ære: » _ A" 
BET B si a B — À U 
D.H? ,_ D.H? „_ D". He? 
Å= ms DD" A =D?— DD” 8 =D?— DD” 


og A, ellers vilkaarlig, bestemmer Substitutionen: 


c=, sep, c”YA=6, 
(c, cl, c” er Darboux's Symboler for Normalens Kosinuser); 
antager man specielt: 


B" — BB" = 1, 
saa er: 


H? Sör 
À = YA”? AA" = — = J— RR’. 
y D? — DD" = 
| 3. De Darboux'ske Formlers geometriske Bevis, — Det 
analytiske Bevis for Formlerne (A) og (A’) sker egentlig !) 
gennem Losning af Systemerne: 


zx% = | SN 
(1) SE — L, (2) — M, 
E E 
hvori: 
LES Matti, Asti 


man finder for Eksempel: 


dZ dY dZ dY 
av UY Za) R) 
du X Y Z u 
aX dY dZ 
du te du 
aX dY dZ 
de" ao a 


1) Lidt forskelligt hos Darboux, loc. cit. 
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dZ dY ( dZ ` dY 
e Ya Za) (dx dy dx a 
= REF: aaa 
ZA, 2A 7 


sdX dx „dX dx dZ 
du du du dv du 
dX dx „dX dx dZ 


“= du ~ dy dv dv 
som, ifolge (1) og (2), ogsaa kan skrives: 
ar Ars Za) MP au | 7 
yey EE 


eller definitivt: 


dZ „dY (42 dY 

ar IE) FEER (cal MN, 
dd A E: Bu u}; 
paa den Maade kommer man til folgende Formler: 

dx ı dZ „dY dZ „dY 

wen ar E A RAE e 

dy 1 dX „dZ B dZ\|, 
(B) enter) m u) 

de 1 dY dX dY „dX 

du Dr) MAG rx) 

dr ı dZ „dY dZ „dY 

E e E te 2%) 
nid 1 Lët dZ a aZ 
Dir Ma elle Ta ) 

de 1 | dY dX dY „dX 

AE ver Vär) 
der, ifølge Relationerne: 
E M=70 Ne A=H, Xyh=0,, Y/A=0,, ZyA=80,, 


er identiske med Formlerne (A) og (A). 
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Dog kan man bevise de samme Formler (B) og (B’) ogsaa 
paa en forskellig, geometrisk Vej. Lad os betegne Systemet 
af de oo? asymptotiske Linier paa Fladen ved Ligningerne: 
v = 9; (u), (7 = 1, 2), deres Tangenters Kosinuser ved: 


det Agi J y de? 


dat dois daf 


og endelig Kosinuserne til Liniens v = g;(z) Hovednormale 
ved: ol, o. oi X, Y, Z er da aabenbart Kosinuserne til 


denne Linies Binormale og man har: 


deif _ së Z 1\ E Y Z dois | 

dis = col) d ), eller: doit = dV dai daf 

thi, som bekendt: co!” = fgit o. s. v. Nu er der videre: 
dyi S 


dx dx _ ES r dX 
den = (F+ el la, dX = (y + ele: ) du 
dois . . 
O. S. V. og! Fe = Pei (hvori ze betyder den asymptotiske 
Qı 


Linies v = eil Torsionsradius). Paa den Maade kommer 
man til Ligningerne: 


dx dx A A 

du dy " (du du ne dv || - 

x yy iY dZ Ae dz 

qa tU 7, = Te E SET 2 (2) le 
u 


hvis Losning forer til Systemet: 


' 


avaz | (792 — 791) 9" (2 El ) Dre 
du du | pile) = g'a (u) ` dv dv | 


1) Det dobbelte Fortegn + forsvinder i de definitive Formler (B) og (B^, 
fordi en Forandring i Fladenormalens positive Retning ogsaa forandrer 


dx 799"; (2) — reell 


du ol) — Po (2) 


dX 
Fortegnet af du © S Vo af L, M, N og af A, lader altsaa Formlerne 


(B) og (B^) uforandrede. Vi skal af denne Grund i de folgende Formler 
ikke tage Hensyn til Fortegnet. 
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| a 12 EE are DA 
dr reien Wale Pl) 7e Pil) dyaz], 
dv Q'2(4)— Pi) |Zu du | Pau) -piu | du 


Dette System kan nu, ifolge den bekendte Enneper'ske 


Relation: za = — 792 (= +) skrives : 
, , Y Z , Y Z 
o g'au) + p'i(x) EZAR 2 P's (4) — 9's (2) ve : 
du u |Zu du) 2) — g'i (2) qo do 
2 1 | du du 1 dv dv | 
Y Z ; ee ee ae 
dr _ = dvaz_, „Dal nt ayaz 
du PL p'a(x) — g'i (2) du du Q's (u) — p"; (2) E 


Af de asymptotiske Liniers Ligning: 


dv? ` 
— = 0 


dv 
L+2M + N = 


finder vi nu: 


—M—VM?—IN ,,,  —M+YM LN 
QS 4a 


VM? — LN 


e, @) +p (4) = — 2 A p’ (2) — 97, (2) = 27 


altsaa: 


= Veit äist al 


du AK d dv du du 
dx I aZ dY dZ dY 
Eule) E ai ) 


d. v. s. vi finder igen Formlerne (B) og (B’). 

Dette geometriske Bevis er i Grunden ikke forskelligt fra 
det, vi ifjor!) har givet for det specielle Tilfælde, hvor de 
asymptotiske Linier vælges til Parameterkurver (Lelieuvec’s 
Formler, jfr. § 4). 


1) »Emotnuovixh ’Ererngig toô ”EGvixot ravemornpiov«, 1905—06, S. 340—3. 
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4. Spectelle Tilfælde af Darboux's Formler. — 1) Vælger 
man til Parameterkurver de asymptotiske Linier (L = V = 0), 
saa reducerer Ligningerne (B) og (B’) sig til de bekendte 
Lelieuvec'ske Formler: 


HE AE A 
= nr (7-27) 
Or = Mad = 3 dZ „dY 
tarte Za A )= 
| = -n(Y Sie 


2) Antager man tvertimod Krumningslinierne som Para- 
meterkurver (F = M = 0), saa faar man: 


de L (v2Z r VE (vs dZ _ „dY 
du AK\ dv “dv Ve Se La) 
dy L [„dX E 71X _ ydZ 
m tea BR “do ~* do ig Bei a ~* ge} 
Le VE G 4/E 
R 
AK a N VG d | 
de a yaY vdX 
du AK (x -Y ae 2 ote} 
Be sf u e(r? Ei 
do AE = v2 
AU. à. i: Z- =a) 
Z el a SR. | 
, AK E du 
IN = 
(YE EVE.) 
de He A vi IG Le dY EEN 
7 BR ae le BN SL Tu 


Dette System danner for det nuværende Tilfælde det 
fuldstendige Analogon til det Lelieuvec'skes 3) Naar 
F= L=o (eller F= M=0), d. v. s. naar Parameterkurvernes 
System bestaar af den ene Skare af de asymptotiske Linier og 
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dens ortogonale Projektorier, reducerer Formlerne sig til fol- 


gende: 
dx ate! dZ „dY ral dZ „dY 
R.S 
… |dx VEG ( dZ _dY E dZ dY 
E d ` IL gar aL går 
E Së na Al SEA 
dZ _aYı N dZ Ei 
F=L=0) | nl E lt ar - SE 


[= [(r2- 22) Diet 2 ue sn 


5. Direkte geometrisk Bevis af Formlerne (D) og (D”). — 
Formlerne (D) og (D’) kan ogsaa faas direkte paa en anden 
geometrisk Maade; vi har nemlig nu: 


dx dX ` a. 


(1) | ds. as. Sy 


ifølge den bekendte Kendsgerning, at Krumningslinien og dens 
sfæriske Billede (paa Gauss’ Kugle) er parallele. Skriver man 
nu (1) i Formen: | | 


dx | az 2) % Bu 
du \ dv dv] aS, du 
og tager man Hensyn til Relationerne: 


ds, 
du 


nm dv yG 
= VE, as, N° 


saa faar man: 


sel dZ dt De dv VE dZ „dY 
u Las SCH Al dv } 


ne en Ap 
| = SØEN. ELG 
(A=VEG, K= FE RE) 


d. v. s. Systemet (D) og (D'^ 1). 


1) Et lignende Bevis kunde ogsaa gennemføres for det almindelige Tilfælde, 
men Regningerne skulde være betydeligt ee som man let kan 
indse. . 
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6. Olinde Rodrigue s Formler og deres eventuelle Identitet 
med (D) og (D'). — Olinde Rodrigues Formler lyder: 
(F) doiX = Ki doi X, dyi Y == RidyiY, dois = Ji det l, 
hvori v = &; (u) betyder Krumningsliniernes to Skarer. Vi skal 
(2 = I, 2) | 
for det forste finde disse Formler paa en anden Maade end 
den sædvanlige. Man har langs med en Krumningslinie 


(jfr. & 5): 


Agi X = doi X É : — | dois A 
Ds eller ogsaa: dix = di X FAR 
nu finder ogsaa Relationen Sted: o = R;, thi Krumnings- 
pi 


linien bergrer det tilsvarende Hovednormalsnit og Krumnings- 
liniens Billede Hovednormalsnittets Billede; ifolge denne Be- 
mærkning faar man altsaa: 


dyi X = Ri dei X, Gei 2 = KR doi Y, dei 2 = Ridy Z 1). g €. d. 


For det specielle Tilfælde, hvor Krumningslinierne vælges 
til Parameterkurver, faar man de Rodrigue'ske Formler i 
følgende Form: | nn 


, dx o aX dr „dA 
(F’) Zu Mm’ 0.5. V. dv = Re O. S. V., 


hvis man gaar ud fra Ligningerne: 


dr e dx 
ds, aS, °° ads dS, 


s O.S. V. 


Med det samme er der nu bevist, at Olinde Rodrigues 
Formler (F’) og Formlerne (D) er i Grunden ækvivalente, hvis 
man kun tager Hensyn til de evidente Relationer: 


1) Et elementærere Bevis for Olinde Rodrigue’s Formler, der heller ikke 
findes i Lærebøgerne, er følgende: Fra Krumningsliniernes Teori har vi: 
dx + odX = 0, hvori œ betyder Afstanden mellem de tilsvarende Punkter 
af Krumningslinien og dens Evolute; paa den anden Side giver Maus- 
niers Teori: À = Ah, cos 0, hvis À er Krumningsliniens Radius; og fra 
Evoluternes Teori faas: A = 0. cos (t+9) = v . cos 0; saa endelig: 
œw cos ð = R, .cos 0, v = Ai g.e. d. 
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dX vdZ „dY. åX „dZ „dY 
MST AS ase ds aS, aS, 


Formlerne (D) danner altsaa en anden Form af (F’). 


7. En anden Form af (C) for Minimalfladerne. — Sy- 
stemet (C) tillader i Almindelighed ingen anden enkelt Form, 
som (D) ger. Grunden heraf ligger i Kendsgerningen, at de 
asymptotiske Linier i Almindelighed ikke skærer hinanden 
ortogonalt (som Krumningslinierne), og derfor heller ikke deres 
Billeder (paa Gauss Kugle); lignende Relationer som (a) kan 
altsaa ikke eksistere for dem. Kun naar Fladen er en Mini- 
malflade, gælder Ligningerne (a) ogsaa for de asymptotiske 
Linier og Formlerne (C) kan omformes paa følgende Maade: 
For det forste lader den forste Ligning i (C) sig skrive saa- 
ledes: 


dz diy _ oE dY\ dS. 
) du ` 


dS aS. 
eller ogsaa: 
ax dZ dY 
dea Vas dS, 
Ligningen (a) giver videre: 


dZ dY _ ax 


as dS, ds, 
altsaa : 
ax _ dX 
dr, dS; 
eller : | 


du dv du aS, dv du aS, ds dv 
paa den Maade faar vi det folgende System: 


de a BE 3 dY de  1/E dZ 
du * dv” du G dv 


Bt EE Së dz G dZ 
Få = du dv “VE du 


der danner det ene fe til det Rodrigue'ske!). 


ax ` aX dsu dv aX ds, ds, dv dX VE. 


(G) 


') Det er klart, at disse Formler ogsaa kan bevises direkte, hvis man gaar 
i es dx ax 
ud fra de evidente Relationer: ds, er as. 
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IL. 
Formlerne for Normalens Kosinuser. 
8. De Weingarten’ske Formler. — Disse lyder, bortset 


fra Fortegnet, saaledes: 


aX _ GL — FM dx EM— FL dx 


u du — A2 du Le dv 
(H) dX GM—FN dz EN—FM dr 
dv A? du A? dv 


og findes første Gang implicite hos Weingarten !). Deres 
analytiske Bevis bestaar i Løsningen af Systemerne: 


aX ax 


ZA = O, 2A, = O, 
dx dX dx dX 
(1) We deo (2) 27 u» 
dx aX dx aX 
Er a N 
tter 77 ee dX 
= du dv 


Men de kan ogsaa bevises geometrisk, paa folgende 


= Maade. Vi har: 
| dot _ di X 


doi A dei S 


hvis v = g; (2) ( = 1,2) er Ligningerne for Krumningsliniernes 
to Skarer (Parallelisme af Krumningslinien og dens sfæriske 
Billede). Skriver man nu disse Ligninger i Formen: 


dX dX daS E dx (de dx 
ne deu? SEA vk EAR vi ler TEE 
aX, d ds (de | g d de E ee E (jfr. 8 6) 
du VU, | dos du Y? zl: dut VA le 

| dX dX 
og leser man dem efter qu’ dv” Sa faar man: 


1) Uber eine Klasse auf einander abwickelbarer Flächen«, Journ. für die 
reine und angewandte Mathematik, 59. B. (1861). 
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dX RR mo R R ax 
dv Q',(4) — 9, (4) du gy’, (2) — 9", (2) dv” 


P'a (24) — pi (x) ky — ky 
_ MF + MG (k, + &) + NGkik,. 
— F? + FG (ky +k) + G?-— AR 


men for Krumningsliniernes Retninger gælder Ligningerne: 
E+ F(k, + ko) + Gkiko =0, L+M(A + k) + Nkk, = 0, 
saa finder vi altsaa: 


MF + MG (k, + ko) + NGkik _ GL — FM 
E? F EG (k, + k) F Ghe, DA? 


paa den samme Maade beregnes ogsaa de tre øvrige Koeff- 


i dx dx dx , 
Center af SET dö Saa er Formlerne (H) beviste. 
9. Specialfald af Weingartens Formler. — 1) Naar 


Krumningslinierne er Parameterkurver, saa reducerer Formlerne 
(H) sig til folgende (F = M =0): | 
dX GLdr L dx dX EN dr Ndz 


ER Qa Ma da woo da Ca 
: ; de TV I 
og disse er igen Rodrigues Formler, thi: PR ER 


2) Naar de asymptotiske Linier er Parameterkurver, saa 
er L = M=0 og Formlerne (H) tager folgende kortere 


Form: 
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dX__FMde , EM dr dX GM de FM de 
D ZA da Dt dv dv A du X dv 
3) Er Fladen specielt en Minimalflade, saa er ogsaa F= o 


og saa faar vi: 


dX M dx dX M dx 


Ka Ge EE Se 


d v. s. de Lelieuvec'ske Formler igen (8 7), thi: | 
i == 2-2 2-4 
"VG y-KYG VmV\G M 


4) Hvis kun F =o (ortogonale Parameterkurver), saa 


O. S. V. 


faar man: 


dX_L ds Mdr dX_M dr, N dr 
du E du G w dv E du G dv 


(L) 


5) Bestaar Parameterkurvernes to Skarer af de asymp- 
totiske Liniers ene Skær og dens ortogonale Projektorier, saa 
faas (F = L = 0, eller F= N = 0): 

AE DE SØE 

du G av 

aX M dx N dx 

dE du" G dv 


(for L =o), eller 


(M) aX Lada. 
7 x M dx 
du Eau" G & 
AX M dr (for N = o). 
dv E du 


For en Minimalflade reducerer dette System sig til Syste- 
met (K). 
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Litteraturanmeldelser. 


— 


H. Poincaré: Leçons de Mécanique céleste professées à 
la Sorbonne. Tome I: Théorie générale des perturbations 
planétaires. Tome Il: ı' Partie: Developpement de la fonc- 
tion perturbatrice. Paris, Gauthiers Villars, 1905 og 1907. 

Det var næsten at vente, at Poincaré, som i sin Stock- ` 
holmerafhandling havde provet Videnskabens nuværende Række- 
evne overfor Trelegemeproblemet i matematisk Forstand, og 
som derpaa i sin »Les méthodes nouvelles de la mécanique 
célestee havde søgt at anvende Stockholmeraf handlingens Me. 
thoder paa de Former af Trelegemeproblemet, som Astro- 
nomen mere umiddelbart interesserer sig for, derefter vilde 
fortsætte den ved de to nævnte Værker angivne Kurs og i 
stedse højere Grad tage de egentlig astronomiske Problemer 
under Behandling. De foreliggende »Leconse betegner et 
Skridt i den antydede Retning, idet det tilsigtes at give en 
Fremstilling af Perturbationsteorien, saaledes som denne former 
sig, idet man lægger Lagranges Metode (»de arbitrære Kon- 
stanters Variation«) til Grund, og idet der ikke forudsættes 
specielle Forkundskaber hos Læseren, men kun de almindelige 
matematiske og mekaniske Grundsætninger samt Newtons Til- 
trækningslov. At det kun er et Skridt og Maalet for den an- 
tydede Kurs endnu ikke naaet, turde blandt andet fremgaa af 
en Omstændighed som denne, at et Kapitel (XXII i Tome II) 
har til Overskrift »Calcul numérique des coefficients« uden at 
der dog findes en eneste udført numerisk Beregning. 

I matematisk Klarhed og Elegance er Poincaré uover- 
træffelig. Et Kapitel som det første, der giver Dynamikens 
Principer i den Hamilton-Jacobiske Form, kan næppe tænkes 
mere gennemskueligt fremstillet. Og naar mangt og meget 
i det følgende falder Læseren tungt, saa er Aarsagen sikkert 
at søge i det i sig selv vanskelige Emne og næppe i bristende 
Fremstillingsevne hos Forfatteren, thi saasnart Vanskelighederne 
i nogen Maade fordeler sig, saa har vi paany Gennemsigtighed 
og Elegance. Det virker uhyre velgørende efter de mange 
tunge Partier af første "Del at komme til den med legende 
Lethed læste anden Del. 

Efter at første Kapitel, som nævnt, har givet den Hamilton- 
Jacobiske Fremstilling af Dynamikens Ligninger, tilrettelagte 
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her med det specielle Formaal i det følgende for Øje, gaar 
2. Kapitel los paa selve Trelegemeproblemet, dets Ligninger 
og disses bekendte Integraler samt disses Anvendelse til at 
reducere Problemets »Grad af Frihed«. I Almindelighed søges 
den kanoniske Form hos Ligningerne bevaret, men det i Per- 
turbationsberegninger hyppigst anvendte System, ved hvilket 
den kanoniske Form gaar tabt, forklares dog kortelig. 

Kapitel 3 behandler derpaa Tolegemeproblemets Lig- 
ninger, naturligvis paa saadan Maade, at den folgende Frem- 
stilling af de vanskeligere Problemer forberedes og i Kapitel 4 
møder vi Principerne for Lagranges berømte Metode, der med 


et ikke ganske heldigt Udtryk sædvanlig betegnes som »de . 


arbitrære Konstanters Variation«, et Udtryk, der er undgaaet 
i det foreliggende Verk. Kapitel 5 giver Anvendelsen af de 
nevnte Principer paa det astronomiske Trelegemeproblem, 
hvor den ene af Masserne (Solen) er dominerende 1 Storrelse 
over de to andre (Planeter). Elementerne for Planetbanen ud- 
vikles i Rækker, hvis Led klassificeres ikke blot efter deres 
»Orden« 3: Eksponenten til den i Leddet forekommende Potens 
af Storrelsen u (en Storrelse, der karakteriserer Planetmassens 
Lidenhed) og efter deres »Grad« 9: Summen af de i Leddet 
forekommende Eksponenter til Hældning og Ekscentricitet, 
men tillige efter to nye Begreber »Rang« og »Klasse«. Ved 
Rang forstaas a—m, hvor a er Ordenen og m er Ekspo- 
nenten til en udenfor trigonometriske Funktionstegn forekom- 


A 


mende Potens af Tiden. Ved Klasse forstaas a— — 
hvor ai er Eksponenten til en af de eventuelt forekommende 
»smaa Divisorer«. Disse sidste, der som bekendt er Metodens 
Achilleshæl, forekommer i Koefficienternes Nævnere, naar 
Middelbevægelserne for de to Planeter tilnærmelsesvis er kom- 
mensurable, men som Regel kan man dog nøjes med at være 
plaget af en enkelt saadan og dens Potenser. Blandt de Sæt- 


ninger, hvor Poincaré drager Nytte af det nye Begreb Rang, 


ville vi fremhæve: sl Udviklingen af Z; (de Elementer, der: 


svare til Store-Akserne) findes ingen Led af Rangen Nul«. Et 
specielt Tilfælde af denne Sætning er den bekendte om, at 
der ikke findes seculære Led (9: Led indeholdende Potenser 
af Tiden udenfor trigonometriske F anktionstegn) i Udviklingen 
for Planeternes Store-Akser selv efter Udførelsen af anden 
Tilnærmelse. : | 


LITTERATURANMELDELSER. 39 


I Kap. 6 gives derpaa en Transformation af Udviklingerne, 
hvorved man faar fri Dispositionsret over tre Konstanter (der- 
iblandt Begyndelsesgjeblikket) og derved bl. a. sættes i Stand 
til at vælge visse Middelværdier som Integrationskonstanter i 
Stedet for Værdierne i Begyndelsesojeblikket. 

Kap. 7 behandler specielt »problème restreinte 9: det 
Tilfælde, hvor den ene Masse er Nul og den anden lille og i 
cirkulær Bevægelse omkring den tredie. Her kan de seculære 
Led bortskaffes ved en Transformation, medens Kap. 8 og 9 
handler om de seculære Perburtationer, altsaa har til Maal at 
udskille den Del af Perburtationsfunktionen, som giver Anled- 
ning til Led af o° Rang og behandle de Differentialligninger, 
der bestemmer disse Led. 

Kap. 10 kaldes »Trelegemeproblemets almindelige Til- 
fældes og det søges, ved Transformationer analoge med de i 
Kap. 7 anvendte, ogsaa her at bortskaffe de seculzre Led. 

Kap. 11 er helliget de Lagrange-Poisson’ske Undersøgelser 
over Storeaksernes Perburtationer. Allerede i Kap. 5 gaves 
som ovenfor nævnt en Udvidelse af Lagranges Sætning og 
her udvides nu Poissons Sætning til: Halvaksens Udvikling 
indeholder ingen rent seculære Led af Rangen ex. Medtages 
derimod tredie Potens af u, vil der optræde rent seculære Led 
indeholdende ut. Zz. 

I Kap. 12 fortsættes Tankegangen fra 10. Kap. med 
Viderebehandling af det almindelige Trelegemeproblems Lig- 
ninger og her fremsættes- Metoder til at finde periodiske Løs- 
ninger, Metoder, hvis Teori Poincaré ved flere Lejligheder 
(Stockholmerafhandlingen, »Méthodes nouvelles« o. s. v.) har 
udviklet, men som ejendommeligt nok endnu i altfor ringe 
Grad er blevne benyttede i Praksis 9: benyttede til virkelig 
numerisk Beregning. Mascart og Joubert anvendte (paa Tisse- 
rands Opfordring) disse Teorier for at genfinde og kontrollere 
en vis Klasse numerisk fundne periodiske Baner (Se Bulletin 
astronomique 1895). Men ved denne Lejlighed blev dog 
Approximationen ikke fort saa vidt, at der blot tilnærmelsesvis 
kunde siges at være givet nogen Kontrol paa de med andre 
Hjælpemidler udførte Regninger, og det maa derfor, med 
Henblik saavel herpaa som paa de sparsomt forekommende 
andre Anvendelser af Teorien til numerisk Beregning !), ved- 


1) Simonin i Nizza-Observatoriets Annaler 1897. Wilkens i Astrono- 
mische Nachrichtens Ergänzungsheft 1905. 
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_ blivende beklages, at den af Poincaré teoretisk angivne Metode 
aldrig er blevet tilstrækkeligt udnyttet til praktisk Anvendelse 
Her ligger muligvis en endnu ikke udnyttet Skat og venter 
paa at blive hævet af en i teoretisk Henseende tilstrækkelig 
godt udstyret Regner. 

Kap. 13 stiller sig paany mere direkte astronomiske Op 
gaver, idet her tilsigtes at give en Fremstilling og Udvidelse 
af den Delaunay’ske Metode til Overvindelse af de ved de 
»smaa Divisorere (Kap. 5) skabte Vanskeligheder. 

Hermed ender den 365 Sider store Tome I og paa de 
hidtil udkomne 165 Sider af Tome II (Kapitlerne 14—23) 
behandles en Række speciellere Hjzlpemetoder og Teorier 
tilsigtende Perburtationsfunktionens Rækkeudvikling. De Bes- 
selske Funktioner drages til Nytte, i Udviklingen af de 
»Laplace’ske Koefficientere moder vi Anvendelse af Weier- 
strass’s -Funktion og dertil hørende elliptiske Funktioner. 
Kapitler om de »Tisserand’ske Polynomier« og de »Newcomb’ske 
Operatorere giver Metoder, der er tjenlige, henholdsvis naar 
Ekscentriciteterne ber szttes lig 0, medens Hældningerne er 
endelige og naar Ekscentriciteterne er endelige Størrelser; et 
Kapitel studerer Rækkernes Konvergens, et andet giver Recur- 
sionsformler og Differentialligninger for Udviklingernes Koefh- 
cienter, alt i en Fremstilling, der er Monster paa Letlæselighed. 

For dem, der kunde onske en noget udforligere Analyse 
af det foreliggende Verk, vil jeg henvise til en Anmeldelse 
af d'Herrer Stromgren og Heegaard i det kommende Hefte 
af »Vierteljahrschrift der Astronomischen Gesellschaft«. Denne 
Anmeldelse, der har været mig tilgængelig i Korrektur, giver 
blandt andet en flere Sider stor Fortegnelse over Trykfejl, 
fundne ved Gennemgangen, og fortjener derfor allerede af 
denne Grund — dens øvrige gode Egenskaber ufortalte — at 
konsuleres forinden man gaar i Gang med Værket. 


Carl Burrau. 


Leste Opgaver. 


508. Find det geometriske Sted for Skæringspunkterne 
mellem to paa hinanden vinkelrette Tangenter til en Kardioide. 
| (C. Juel.) 
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Kardioiden beskrives af et Punkt paa en Cirkelperiferi 
med Radius a, der ruller paa en fast Cirkel, hvis Radius har 
samme Storrelse. 

Kurvens Symmetriakse vælges til X-akse i et retvinklet 
Koordinatsystem med Dobbeltpunktet til Begyndelsespunkt. 
Naar dette Punkt er Udgangsstilling for det beskrivende Punkt, 
betegnes ved p Centrivinklen til den Cirkelbue, som Cirklernes 
Roringspunkt har gennemlgbet paa den faste Cirkel i et vil- 
kaarligt Øjeblik. Er da p den tilsvarende Afstand fra Dobbelt- 
punktet til det beskrivende Punkt, har man 


p = 2a (1 — cos 9) = 4a sin? À, 


saa at de retvinklede Koordinater for dette Punkt bliver: 


x = 4a sin? È. cos p 


og 
y = 4a sin? À * Sin Ọ, 


og Ligningen for Tangenten til Kardioiden kan altsaa skrives: 


Y — 4a sin? Ÿ sing = tg d (x 4a sin? À COS d 
naar w betegnes Tangentens Vinkel med -X-aksens positive 
Retning. 
For at finde denne Vinkel bemærkes, at Korden til den 
af Roringspunktet paa den faste Cirkel genneml@bne Bue med 


X-aksen danner Vinklen 5 + +. Drejes dénne Linie om 


Roringspunktet en Vinkel ọ i positiv Retning, kommer den 
til at falde sammen med Kardioidens Normal, hvis Vinkel 


med X-aksen altsaa bliver Z +39, og følgelig er Tangentens 


Vinkel w = 5. 

` Betegnes Polarkoordinaterne for et vilkaarligt Punkt af 
Tangenten À og 6, har man X = Rcos 6 og Y= Rsin 6, og 
altsaa bliver Tangentens Ligning i Polarkoordinater : 


R sin 0 — 4a sin? I -sing = tg 39 (R cos 0 — 4a sin? À cos), 


eller 
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R (sin 0 cos $p — cos 0 sin $p)—4a sin? ? (sin pcos äm — cos singo), 
som kan skrives 
LL R sin (8 — 89) = — 4a sin? + (I) 


Lader man Roringspunktet gennemløbe hele Kardioiden, 
kommer Tangentens Vinkel med X-aksen til at gennemløbe 
alle Verdier fra o til 37. Under denne Bevægelse vil Tan- 
genten 3 Gange komme til at staa vinkelret paa enhver given 
Retning. Kaldes denne Vinkel med X-aksen som ovenfor 39, 
bliver Vinklen, som svarer til den herpaa vinkelrette Tangent 


So + — og den tilsvarende Værdi af Centrivinklen i den 
faste Cirkel: 9 + 


Forandrer man p til 9 + = i Ligning (I), faar man Lig- 


ningen for en paa den forste vinkelret Tangent til Kardioiden, 
altsaa 
in{@—8o ——) = — Ae sind BL 
Rsin (6 So =) sa sins( 2+5) 
eller 
R cos(0—39)= 4asin? (2 + >) (II) 


Forgges Centrivinklen yderligere med $x, saa at den 
bliver 9 + x, vil den tilsvarende Værdi for Tangentens Vinkel 
med X-aksen blive $3p + $2, og Tangentens Ligning: 


+ À cos (0 — $9) = — 42 cos? À. (III) 


Giver man dernæst paany Centrivinklen Forøgelsen 37, 
saa at den bliver lig 9 + 7, faar man for .Tangentens Vinkel 
med X-aksen 39 + x, og altsaa haves: 


R cos (0 — 3 9) = 4a cos? (2 + =) | (IV) 
Seges nu Skæringen mellem (I) og (II), kan man skrive 


disse Ligninger 
ycosgp—zsingp = a (sin 39 — 3 sin) 


æ cos $p + y sin $p = —a(cos pp — 313 sin? — 3 cos 2) 
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eller : 


y cos $p — (x + a) sin Ze = — 3a sin I 
13 (M) 
(x + + den 49 + sin ge = ga (13 sin? + peos 2) 


Kvadreres og adderes disse Ligninger, faas: 
y? + (x + a)? = 9a? | I sine? + 4 cos? À +13 sing | 


= 90 | 1— 20059 + 12 sing }. 


altsaa T | 
y+ (+ aj) —oat = — NS a Í Y3. cos g— sing | (A) 


Elimineres y af Ligningerne (M), faas 


x+a—s a(V5sin ? cos 39 + cos Z cos 39 + 2sin Psin je) 


= $a(y3 - sin 2 p — V3 sinp— cos 2p + 3 cos ọ) (B) 


Kvadreres (A) og føjes hertil (B) multipliceret med 81 ai, 
udkommer: 


1 y2+(2+a)2— gar’ + 81 @3(¢-+a) = 248 eil: — Y3 sin 9-3 cos ot 
Foroges her med (A) multipliceret med Ai ai, faar man: 
Lei (et aire fee, (V) 


hvilken Ligning fremstiller en speciel Cartesisk Oval (en Cirkel- 
konkoide). 
Søger man dernæst Skæringen mellem (I) og (IV), altsaa 


R sin (0 — 3 9,) = — 4a sins 14 
og fa f 
R cos (0 —39,) = 4a cos? E + 5) 


faar man ved i disse Ligninger at sætte om = 9 + BER 


3 
el (9—37—3) = — R cos (0 — § 9) = — 42 sine (2+5) 
og | | 
Reos(@— 3 p— 2) = Rsin (9 — 3 9) = — 4a sin? À, 


4* 
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af hvilke den første Ligning er identisk med (ID, den anden 
med (I), saa at Resultatet af Eliminationen af ọ atter bliver 
Ligning (V). 

Endelig har man ved Betragtning af Ligningerne (I) og (III): 


R sin (0—§ 9) = a (sin 3 Z — 3sin 2) 


Rcos(0 — Sol = a(— cos 3? — 3 cos? 


Multipliceres disse Ligninger henholdsvis med sin 3 9 og 
med cos, og trækkes dernæst den første fra den anden, 


udkommer : 
R cos 0 = a(— I — 3 cos 29). 


Multipliceres derimod henholdsvis med cos$ og med 
sin$ 9, og adderes dernæst Ligningerne, faar man: 


R sin 0 = — 34 sin 29, 
(x + a)? + y? = 9a}, 


9: en Cirkel koncentrisk med den faste, men med Radius 3a. 
Sætter man 


altsaa 


(x Se a)? + y? — 9a? = Ho, 


kan Ligningen for det samlede geometriske Sted skrives: 


2 
m (m + Yat} — mate | =o. 
V. H. O. Madsen. 


Danske Eksamensopgaver. 


———— 


Januar 1908. 
A. Skoleembedseksamen i den ældre Form. 


I. At udvikle Metoden for de arbitrære Konstanters Va- 
riation til at finde det almindelige Integral af en linezr ho- 
mogen Differentialligning af ste Orden, naar m— 1 af hinanden 
uafhængige partikulære Integraler er bekendte. 
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Integrer Ligningen 
3 2 
rer a 4 ay = 2, 
der vides at have partikulere Integraler af Formen y = 1 + 27. 

II. 1. Fladen z = Av? + By? skæres af Planer gennem 
Begyndelsespunktet, som danner en given Vinkel y med zu. 
Planen Find det geometriske Sted for Centrum i de Cirkler, 
som oskulere disse Planers Snit i Begyndelsespunktet. 

Hvorvidt lader Resultatet sig overfore paa et vilkaarligt 
Punkt af en vilkaarlig Flade x, y og z betegner retvinklede 
Koordinater. 

2. Et Keglesnit er omskrevet om en fast Trekant; den 
rette Linie gennem Trekantens Siders Skæringspunkter med 
Keglesnittets Tangenter i de modstaaende Vinkelspidser er 
med Hensyn til Keglesnittet konjugeret med en fast ret Linie. 
Find Indhyllingskurven for den nævnte Forbindelseslinie. 

III. Et sfærisk Kar er fyldt med en tung homogen Vzd- 
ske; bestem det horizontale Snit, der lider det storste Tryk 
og find Forholdene mellem dette og Trykkene paa de to 
Kuglekalotter, i hvilke Kuglens Overflade deles af Snittet. 


Opgave i Differensregning. (Specialet). 


IV. Bevis, at den zte dividerede Differens af Funktionen 
f(x) = x7' med Hensyn til de vilkaarlige n + 1 Argumenter 


I u 
a,...,a er = à af den te dividerede Differens med Hen- 
I I ; | 
syn til Argumenterne Zen af disse Argumenters +2 — 1'° 
Potensfunktion: 
CT eus ön +) 
(— r) a... D r+n—1 a a 


Fremstil den almindelige Interpolationsrekke med eksakt 
Restled for #—? og (om Tiden tillader det) for x- 3. 


Losninger. 
„A. 
I. Ved ligefrem Prove finder man 7 =1 og r=2. Til 
Bestemmelse af y — I =z, har man 
de alz de 


ES E cs 247 22 = 0. 
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I denne sætter man 


2 = GX + cr? 


dz d?z dc 
bs, nti e A 
de dc ac ac. 
da da t ** 7a + 2a 


; | da _ de | 
Til Bestemmelse af TUE = har man da Lig- 


ningerne 
tu + rv = 0, 


zu + 2(48 + 2) v ++ = O. 
Elimination af v giver 2, + ru + SS = 0, altsaa 
| x dx i | 


u = Cx eT È, v = — Cr tert. 
Det almindelige Integral er altsaa 


YHLA G+ or? Le (z fan — fena) 


II. 1. Danner Snitplanens Spor i xy-Planen Vinklen a 
med z-Aksen, bliver Krumningsradius i Snittet efter de sæd- 


vanlige Formler 
sin y 


2 (4 cos? a + Bsin? a) 


For Endepunktet (x, y, 2) af p, faar man da 
r=psinY; y = — p cos y cosa; g = — pcos ysin a. 


Elimination af p og a mellem disse 4 Ligninger giver 
som Ligninger for det geometriske Sted: 


x? + y? = z? cos? y 
og 
2? cos? y = 2 (Ay? + Br), 
Det er altsaa Skeringslinien mellem en Paraboloide og 
en Omdrejningskegle. 
Resultatet kan benyttes i ethvert almindeligt Punkt af en 
Flade. 


II. 2. Ligningen for et Keglesnit omskrevet om Koor- 
dinattrekanten er i Punktkoordinater: 
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(1) ar, + bx,%, +0, = O. 


Ligningerne for Tangenterne i Trekantens Vinkelspidser er: 
iv Ze Za #3 1 #3 
SW 2 — O, — — = 0, — — = 0. 
a + b b i c a L c 


Ligningen for den Linie, der gaar gennem disse Tangen- 
ters Skæringspunkter med modstaaende Sider er altsaa: 


(2) PAS Le 


For at danne Betingelsen for, at denne er konjugeret 
med den faste Linie: 


(3) (et Gët Uzt = 0, 
er det simplest at danne Tangentligningen for Kurverne (1): 
au? + bus? + cus? — 2abu U, — 2ACU ie — 2bCUsuU, = O. 


Ligningen i Liniekoordinater for Polen til en Linie (u; %, Ug) 
med Hensyn til dette Keglesnit er: 


U, (a?u, — abu, — acug) + U, (bu, — abu, — bcuz) + 
(4) + U; (uz; — acu, — bcu,) = O. 


Betingelsen for, at (2) og (3) er konjugerede med Hensyn 
I 


e I I 
til (1) faar man ved i (4) at sætte %, = 3? be 4S 


hvilket giver | 
al, + bU, + CU, = 0. 


Ligningen i Liniekoordinater for den søgte Indhyllings- 
kurve er altsaa 
YUU 


= O, 
Uy Us Us 


der fremstiller et Keglesnit, der er indskrevet i Koordinat- 
trekanten. 


HI. Er x Afstanden fra Centret til et vandret Snit, bliver 
Trykket paa Snittet rpg (r + x) (r? — x?); Maksimum faas for 
x= år, idet r=—r maa svare til Minimum. Det største 
Tryk bliver da 32 npgr‘. 

Trykket paa den nederste Kalot kan reduceres til en 
Enkeltkraft P, der virker lodret nedad. Den under Snittet 
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liggende Del V af Vædsken er nu i Ligevægt under Paavirk- 
ning af: Vægten af V, det ovenfor bestemte Tryk paa det 
begrænsende Snit samt Kraften — P. Dette giver 


P= åinpgr? + 3t npogr? = e npgr’. 


Trykket paa den øverste Kalot faar Størrelsen Agnes? 
og virker lodret opad. 


IV. Den dividerede Differens af nte Orden for Funktionen 
J (a) = À,...f(x) = X, bestemmes direkte ved 


A 
de (a, A... di =) = 


og giver for den 7* Potens specielt 


ae BR P m ab. MAS: D CH 


d (r+n—1) 


Efter Newtons almindelige Interpolationsformel bliver 
derved 


og for a=b =...=d 


I eg 3(a—x)? n(a— x)! (nx-+a)(a— x)" 
= e ee | 


x a 
Ligeledes findes 


I I  3(a—x) 6(a—12) LAURE I) (a — Ki 
7 gk À a + ra TT 
(n(n + 1) 22 + 2nax + z (a — x} 
er EE 


oe 
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Nogle Bemærkninger om Bevægelser 
i uhomogene Vædsker. 


Af Johan Gehrke. 


1. Ved en Middelværdi af Funktionen /(?) forstaar vi 
en Grænseværdi for Storrelsen 


t2 
-— | fi): di, 
12 — h i 
naar 4 eller 4 eller begge konvergerer mod + 00; de kan 
konvergere mod uendelig paa ganske vilkaarlige Maader, blot 
skal de variere kontinuert, saa længe de er endelige. /(¢) an- 
tages reel, eentydig og kontinuert for alle ¢ (ogsaa t= + oo). 
Den fundne Middelværdi vil i Reglen afhænge af den Maade, 
hvorpaa man gaar til Grænsen, idet forskellige Grænse- 
overgange kan give forskellige Middelværdier. Et 


Eksempel herpaa er 
b 


een 
it e 


hvor a og b er Konstanter; thi man ser let: 


fo =a+ 


Lim É | fit) del =a Lim È | Jo dt = à + à 
ol?!) t=- LJ; 


Er m et ganske vilkaarligt negativt Tal, haves endvidere: 


. I = _ mla+bd)—a, 
Lie [ag le IE 
= ma — (a + 5) 
an e — yje dt aI 


Man ser altsaa, at en Funktion kan have uendelig 
mange Middelverdier. 

Lad os antage, at 4, og 4 gaar mod uendelig paa en saa- 
dan Maade, at „— 4 =T ikke bliver uendelig. Naar da 
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0 er en positiv ægte Brok, har man altid (da f(z) bestandig 


er kontinuert): 
LJ ta 


= | Alt). dt = f(t + 9) 


Og har nu gel bestemte Grænseværdier a og B (a= 8), naar / 


gaar henholdsvis mod + co og — oo, saa vil — da f(ĉ altid 
er endelig —: | 


Lim Pe [ra del = == Lim | Hi a. de 
og 3 | 
mig Fer / Ss d| = B = Lim E +) Ke) éi 


t= —00 
Er /(2) derimod oscillerende for den ene eller begge Grænse- 
overgange, saa gælder det samme om 


Vi ser altsaa, at hvis 4 — 4 holder sig endelig, vil der enten 
ikke fremkomme nogen Middelværdi (oscillerende Tal), eller 
ogsaa faas samme Middelværdi som ved at sætte 4 =0 og 
t, = +00. Da der i det følgende ikke kan benyttes oscil- 
lerende Værdier, ses altsaa, at vi kun behøver at betragte 
saadanne Grænseovergange, hvor % — 4 er uendelig, 
og derfor betegnes Middelværdierne simpelthen ved Udtrykket 


to 
Lim = | VAGE ai 
ss 200 b — h e 


I det folgende vil ¢ komme til at betegne Tiden, og vi 
kan altsaa sige, at den ovenfor givne Definition paa en Middel- 
værdi betegner Funktionens gennemsnitlige Verdi i Løbet af 
et uendelig langt Tidsrum. De ovenstaaende Bemærk- 
ninger har tjent til at vise, at denne Gennemsnitsverdi 
i Reglen afhenger af den Maade, hvorpaa Tids- 
rummet vælges. 


OM BEVÆGELSER I UHOMOGENE VÆDSKER. SI 


Der vil adskillige Gange blive Brug for folgende Sætning: 
Enhver kontinuert periodisk Funktion har kun een 
Middelværdi. Lad nemlig /(¢) vere en periodisk Funktion 
med Perioden 7, og lad 2, f,, p være positive eller negative 
hele Tal, medens €, Eu, & er positive ægte Broker. Man 


har da: 
(p+1)T ae eT 
fé) a fre -at=a og d= [10.4 


pT 
Da /(¢) bestandig er ei kan den aldrig blive oo, 
og ingen af ovenstaaende Integraler kan derfor nogensinde 
blive oc. — Ligeledes kan man altid sætte 


lb = (f +&)- T og = (gy + &)- 7, 


hvoraf faas: 
I = I I 
— — Mes: 
SE I (Pa — py) + (€ — &) 


Pel pıT E2T €,T 
{ fo de — | F- à + | Fe). dr — Zo di) = 
0 0 0 0 


ET | eut 
S(t). dt — | f(t). dt 
Rd on 
u; prona T (Ps — 21) + (E€ — €) 
P2 — Pi i 


Idet nu 4 — 2, og dermed f, — 2, konvergerer mod + oo, vil 


første Led altid konvergere mod F og andet Led altid 


mod o /(¢) har altsaa kun den ene Middelværdi F 


Den ovenfor anførte Funktion 


FER 


I re 

afgiver ogsaa et Eksempel paa, at Funktioner kan have 
bestemte Middelværdier, naar „— 4 gaar mod + œ 
paa visse Maader, og oscillerende Middelværdier, 
naar 4 — #4 gaar mod + œ paa visse andre Maader. 
5* 
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Hvis nemlig 4 gaar mod — ©, medens 4 = mt, hvor m er 
et bestemt negativt Tal, faar man som ovenfor vist den be- 


stemte Middelværdi (ma — (a + 5)) : (m — I) Svinger m der, 
imod bestandigt mellem Grænserne m’ og m”, vil den Stor- 
relse, vi betragter, nærme sig til at svinge mellem Grænserne 
(m'a — («+5)) : (m — 1) og Ee — (a + b)) : (w" — 1), og den saa- 
ledes frembragte Middelværdi er altsaa oscillerende. 

2. I det folgende betragtes uhomogene Vædsker, som 
er usammentrykkelige, 9: som hverken forandrer Rum- 
fang for Tryk- eller for Temperaturvariationer. Desuden gaar 
vi naturligvis ud fra, at Tætheden og dens partielle Differen- 
tialkvotienter samt Hastighederne og deres partielle Differen- 
tialkvotienter overalt er endelige og kontinuerte samt 
ikke konvergerer mod uendelig, naar Tiden vokser 
i det uendelige. 

Idet vi da legger et fast retvinklet Kcordinatsystem og 
bruger de sædvanlige Betegnelser x, v, w for Hastighedskom- 
posanterne og p for Tætheden til Tiden ¢ i Punktet (x, y, 2), 
vil Kontinuitetsligningen som bekendt dele sig i de to iden- 
tiske Ligninger: © 


du òv dw 
dr ay ae  © (1) 
og | 
dp dp dp op _ 


Naar nu en Vædskepartikel i Løbet af Tidselementet dt 
gaar over til det konsekutive Punkt x + u.dt, y + v. dt, 
2 + w. dt af dens Bane, vil dens Tæthed blive: 


p+ do =p + lar Aw d SET vse + w£); - dt 
=p 
ifølge Ligning (2). Idet altsaa dp = o, ses: 
Enhver Vædskepartikel beholder sin Tæthed 
uforandret under hele Bevægelsen, hvordan end 
Vædskemasserne blandes mellem hinanden. 
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Partiklen ligger altsaa bestandig i samme (som Regel be- 
vægelige) gjeblikkelige Tæthedsflade, og derfor maa Vædske- 
bevægelserne enten foregaa langs Tæthedsfladerne, eller 
ogsaa driver disse Flader med Strømmen. I alle Til- 
fælde bestaar enhver Tæthedsflade altid af de samme Væd- 
skedele. 

Ifolge den gjorte Forudsætning kan p aldrig blive oo, heller 
ikke naar ¢ konvergerer mod + co. Multipliceres derfor Ligning 
(2) med dø, og integreres med Hensyn til Tiden (altsaa for 
konstante Koordinater) fra 4 til 4, idet man lader 4 og 4 
vere de samme overalt i Vædsken og altsaa uafhængige af 
Koordinaterne, saa faas for ethvert Punkt af Vzedsken: 


Lim op op Op) | = 
tim Ise + 255) dt| =0. (3) 


ty 


3. Er Bevægelsen stationær, vil #, v, w vere konstante 
i Forhold til £4 og Ligning (3) kan da skrives paa Formen 


I dp I dp 
tim [ats [a+ tim [tal 
t Mei er = ht = tool — h dy 
| ty 1 
(4) 


"Idet nu 


to 
R = Lim m p- dt 
t, — t, = too ty — ty 
d 
er en Middeltæthed i Punktet (x, y, z), vil de om Tætheden 
og dens Differentialkvotienter gjorte Kontinuitetsforudsætninger 
bevirke, at (4) kan skrives: 


= OR OR 


Nu er det i $ I blevet viist, at en Funktions Middelværdi 
som Regel afhænger af den Maade, hvorpaa 4, — 4 gaar mod 
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uendelig. Middeltætheden i Punktet (x,y,z) vil altsaa i Al- 
mindelighed afhænge af Grznseovergangen; og da der til 
enhver Middeltæthedsfunktion svarer et vist System af Mid- 
deltethedsflader, ser man altsaa, at forskellige Grænse- 
overgange kan give forskellige Systemer af Middeltzethedsflader. 
Hvis man ved at lade 4,—7, gaa mod uendelig paa to for- 
skellige Maader faar to Middeltæthedsfunktioner A, og R,, vil 
man ogsaa faa to forskellige Systemer af Middeltæthedsflader, 
undtagen naar man identisk har 


OR, dR, AR dR, AR, dA, 


Ar dr yw An Ae dB 


Lad os nu antage, at man ved en vis Grænseovergang har 
frembragt et vist System af Middeltæthedsflader. I (5) er da 
4, v, w proportionale med Retningscoss. for Hastigheden i 


(x, y, 2), og of, ie = er proportionale med Retningscoss. 


for Normalen i (x, y, z) til den gennem (x, y, z) gaaende Mid- 
deltæthedsflade. (5) udtrykker da, at Stromretningen og Flade- 
normalen i alle Punkter staar vinkelret paa hinanden. Og idet 
nu en Stromlinie som bekendt er en Kurve, der i hvert af 
sine Punkter tangerer Punktets Stromretning, ses: 

Ved stationære Bevægelser i uhomogene, usam- 
mentrykkelige Vædsker ligger Str@mlinierne i 
Middeltæthedsfladerne, og kan man ved forskellige 
Grænseovergange danne forskellige Systemer af 
Middeltæthedsflader, saa vil Stromlinierne vere : 
Fladesystemernes Skæringskurver. I hver Middel- 
tzthedsflade ligger uendelig mange Stromlinier, og 
gennem hver Stromlinie kan der gaa uendelig 
mange Middeltæthedsflader. 
= Sætningen kan naturligvis ikke anvendes ved Grænseover- 
gange, der giver oscillerende Middeltætheder, og den bliver 
betydningsløs ved Grænseovergange, der giver samme Middel- 
tæthed overalt i Vædsken, da der jo i saa Fald ingen Middel- 
tæthedsflader eksisterer. Et Eksempel herpaa er 
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| R 

p—=a + Re. 

hvor a er en Konstant og A, en Funktion af y og z. 
Her vil Grænseovergangen fra o til + oo give den homogene 
Middeltæthed a overalt i Vædsken, medens f. Eks. Grænse- 
Overgangen fra O til — oo giver heterogene Middeltætheder 


efter Funktionen À = a + À,. — Er derimod 


oh 
p= At 
hvor X, og R, er saadanne Funktioner af y og z, hvis partielt 
afledede ikke er parvis proportionale, kan Strgmlinierne fuld- 
stendig bestemmes som de med X-Aksen parallele Skærings- 
linier mellem de to Cylindersystemer 


R = og Ry +k, = & (4 og a arbitrære positive Konstanter). 


Endelig maa det bemærkes, at der i Beviset for Sætningen 
er forudsat, at der ikke optræder Diskontinuiteter i Vædsken. 
Sker dette, vil det afhænge af Diskontinuitetens Art, om 
Sætningen kan anvendes eller ej. 

Ved stationære Bevægelser vil Vædskedelene jo følge de 
fastliggende Stromlinier. Den ovenfor beviste Sætning og 
Sætningen i $ 2 viser altsaa, at enhver Vædskedel for- 
bliver bestandig baade i de samme Middeltætheds- 
flader og i den samme (bevægelige) øjeblikkelige 
Tæthedsflade; derimod ligger Partiklens Bane i AL 
mindelighed kun i Middeltæthedsfladerne. Det eneste 
Tilfælde, hvor Banen ogsaa ligger i den øjeblikkelige Tæt- 
hedsflade, er selvfølgelig, naar alle Punkter af Partiklens 
Stromlinie har samme Tæthed, — Lad os som et simpelt 
Eksempel betragte en Vædskemasse, der er i Hvile i Rummet 
under Paavirkning af den almindelige Massetiltrekning. Tæt- 
hedsfladerne vil da være Kugler med et fælles Centrum (0. 
Tænker vi os nu, at denne Vædskemasse sættes i jævn Rota- 
tion om en Akse 2, der ikke gaar gennem O, og at der sam. 
tidig opstaar saadanne Kræfter, at Vædsken (og dermed ogsaa 
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dens Tæthedsflader) forbliver i relativ Hvile, saa vil Vædske- 
delene beskrive Cirkler om z-aksen. Tætheden i et vilkaarligt 
Punkt i Rummet bliver en periodisk Funktion af Tiden, og 
ifølge § 1 eksisterer der altsaa i dette Tilfælde kun eet System 
af Middeltæthedsflader; de bliver Omdrejningsflader om z som 
Akse, Vi ser altsaa, at hver Vædskepartikel bestandig ligger 
dels i en fast Middeltæthedsflade (en Omdrejningsflade om 
z-aksen), dels i en vis bevægelig Tæthedsflade (Kugle om O). 
Punktets Bane ligger derimod kun i den faste Middeltztheds- 
flade. — 

Lad os antage, at en Vædskepartikel til Tiden # + T pas- 
serer et Punkt 4, hvor den har veret en Gang fer, nemlig 
til Tiden ¢ Den har da i Tidsrummet 7 gennemlgbet en vis 
Bane a, og da Hastigheden i hvert Punkt af a er uafhængig 
af Tiden, vil A i hvert Øjeblik passeres af en Vædskedel, 
som i Løbet af Tiden 7 gennemløber nøjagtig den samme 
Bane a og vender tilbage til A. Da nu en Vædskepartikel 
beholder sin Tæthed uforandret under hele sin Bevægelse, 
bliver Tzetheden på i Punktet A altsaa en periodisk Funktion 
af Tiden med Perioden 7. Ifølge § 1 har pa altsaa kun een 
Middelværdi, og vi ser: Et Punkt med mere end een 
Middeltethed kan aldrig passeres mere end een 
Gang af samme Vedskepartikel. Naar man ved en 
lukket Stromlinie forstaar en Stromlinie, langs hvilken en 
Partikel lober fra et vilkaarligt af dens Punkter tilbage til Ud- 
gangspunktet i Lobet af en endelig Tid, kan man af oven- 
staaende Sætning udlede: | 

Naar Vedskedelene kredser i lukkede Stromlinier, 
eksisterer der kun eet Set Middeltæthedsfladér. 

4. Den ovenfor beviste Hovedsztning kan formuleres saa- 
ledes: I hvert System af Middeltætheder er Middeltætheden 
konstant langs hver Strgmlinie for sig. 

I denne Skikkelse kan Sætningen bevises direkte paa fol- 
gende Maade: Lad A og B vere to vilkaarlige Punkter af 
samme Stromlinie, saaledes at man ved at folge Bevægelses- 
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retningen kommer fra À til & Da Hastigheden i hvert Punkt 
af - AB er uafhængig af Tiden, vil alle Partikler, der kom- 
mer til A, gennemløbe samme Bue AB og naa til B i Løbet 
af samme Tidsrum 7. Og da tillige enhver Vzedskepartikel 
har uforanderlig Tzethed, har man med letforstaaelige Be- 
tegnelser : 


pa (2) = Ps(?+ T), 


hvor ¢ er variabel, medens 7 er konstant. Følgelig haves 


ogsaa: 
i ta to +? 
— |p, . dt = —— fer. dt 
Zo — t Z t 
2 1 , 1 ty +T 


Endvidere haves: 
1 "pta i t2 i tı +T CEA 
—— | pa - dt = SER je + (fes dt — los, dt) 
e 2 2 - 
Da og bestandig er endelig, ogsaa naar / konvergerer mod oo, 
maa der kunne vælges et vist endeligt Tal Pg, som pe aldrig 


overskrider. Vi ser altsaa, at i numerisk Henseende haves 
Uligheden : 


ta ta 
I Jos .dt—- le da Le? 
ty — 4 bt? 


ty = 4 


Her konvergerer Størrelsen paa højre Side mod o for voksende 


lə — lis 2 
I ta I ta 
Lim -at| = Lim - at). 
tin le | oti Je Jo | 
Hvilket skulde bevises. ` 


5. Vi vender nu atter tilbage til Ligning (3) i $ 2. Ved 
stationære Bevægelser beroede Overgangen fra (3) til (4) og (5) 
i § 3 paa, at Hastighedskomposanterne var uafhængige af ż. 


En analog Transformation kan foretages, naar ER EE dp 


de dy dä T 
konstante i Forhold til Z, 5: naar Tætheden er en Funktion 
af Stedet alene plus en Funktion af Tiden alene. 
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Lad os altsaa antage, at vi har 
P = Q(z, y, 2) + /(9). 


I saa Fald kan (3) skrives paa Formen: 


dp . e ES dp | I | år 
— + Lim vil: Lim v.dt 
ox ts im fe | dy Jim ki 


ty 


dp i I is 
— + Lim w-.at| = O. 
+, Bios za] | | 


ty 


(6) 


Vi indfgrer nu den naturlige Definition, at vi ved en 
Middelhastighed forstaar en Hastighed, hvis Komposanter 
langs Akserne er 


og det indses let, at Definitionen er uafhængig af Koordinat- 
systemet. — Idet da U, V, W er proportionale med Middel- 
dp, de, dp 
Or doy 02 
Retningscoss. til Normalen i (x, y, z) til den gennem (x, y, 2) 


hastighedens Retningscoss. og proportionale med 


gaaende Middeltæthedsflade, udtrykker Ligningen 


dp op dp Si 
dr DT ay Er, oO, (7) 
at de to Linier staar vinkelret paa hinanden. — Naar 


p = Q(z, y, 2) + (2), vil der mellem ethvert Par vilkaarligt 
valgte faste Punkter være en uforanderlig Tæthedsforskel hele 
Tiden igennem. To faste Punkter, der een Gang ligger paa 
samme Tæthedsflade, vil altsaa bestandig gøre det. Der 
eksisterer derfor et vist fastliggende Fladesystem, som hele 
Tiden er Vædskens Tæthedsflader; hver enkelt Flade i 
Systemet er vel bestandig en Tæthedsflade, men den Tæthed, 
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den fremstiller, varierer med Tiden. To vilkaarlige af disse 
Flader har bestandig samme Tæthedsdifferens. Alle mulige 
Systemer af Middeltæthedsflader falder sammen med det 
geometriske Fladesystem, som fremstiller de øjeblikkelige 
Tæthedsflader; blot vil samme Flade fremstille forskellige 
Middeltætheder i de forskellige Systemer. — Definerer vi nu 
en Middelstromlinie som en Kurve, der i hvert af sine 
Punkter tangerer Punktets Middelstramretning, viser (7): 
- Naar Tætheden er en Funktion af Stedet alene 
plus en Funktion af Tiden alene, saa ligger alle 
Systemer af Middelstromlinier i Tæthedsfladerne. 
Hvis Hastighedskomposanterne er periodiske Funktioner af ' 
Tiden, eksisterer der (ifolge § 1) kun eet System af Middel- 
stramlinier. — Det er kun Middelstrgmlinierne, som ligger 
i Tæthedsfladerne; selve Vzedskedelenes Baner ligger derimod 
ikke i disse Flader, medmindre f(f) er identisk med en Kon- 
stant. Thi da en Vædskedel beholder sin Tzthed uforandret 
under hele Bevegelsen, kan den kun forblive i samme System- 
flade, naar denne bestandig fremstiller samme Tæthed. Hvis 
een Vædskepartikels Bane i et vist Øjeblik tangerer en Tæt- 
hedsflade, maa f’ (7) være O, og altsaa vil alle Vædske- 
partiklers Baner i dette Øjeblik tangere Tæthedsfladerne. 
Dette indtræder, naar p bliver Maksimum eller Minimum. 
6. Naar baade Hastighedskomposanterne z, v, w og Tæt- 


hedens Differentialkvotienter dp, op, op er Funktioner af Tiden, 
Or dy dz 


saa kan man ogsaa i passende Tilfelde faa Ligningen 


ta 


! I dp dp dp 
Lim = JE +23 +35) er] 


t,—t, = Hole — A 
ty 
to te 
I I d 
= Lim u 2 . Lim | = al 
fa —¢, = 400 bet? fe —t = LO hb — h } ox 


ty 


ti 
+ de to analoge Led 
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identisk opfyldt for alle Værdier af x, y, z. Og i saa Fald 
vil ligesom ovenfor Middelstrgmlinierne folge Middeltætheds- 
fladerne. Men Forholdene bliver her meget indviklede. 

7. Ovenfor er der bl. a. paavist en Sammenhæng mellem 
Stromlinier og Middeltæthedsflader ved stationære Bevægelser 
i usammentrykkelige Vædsker. Sætter man for Kortheds Skyld 


— = £ (= »Ekspansionen«) 


kan den almindelige Kontinuitetsligning for alle flydende 
Legemer, saavel sammentrykkelige som usammentrykkelige, 
skrives paa Formen: 

dp dp dp dp _ 
Naar Bevægelsen er stationer, skal man altsaa for ethvert 
n identisk have: 


dp op 
get appetite a 


ON de — 10 
TW sit ss =O. M) 


Gives der nu fire saadanne Tal /, m, n, p, at 


_ òp ` Op dp Op 
dr Ai 1 An, Ai Ae, Aë Aë 
en u e 
dr. dem —1 dy. Im- dz. dgm DM — 1 ikke er 
= op dp dp  d°—'p | identisk o 
dr. Ain dy.d 1 Ae, Al P! 
> = dp d—1p 


Ae. dP dy. dP Ae, DPI dpi 


saa vil de fire lineære Ligninger, som fremkommer ved i (Il) 
at ombytte 7 med /, m, 2, p, eentydigt bestemme Bevægelsen. 
For at der virkelig skal fremkomme en stationær Bevægelse, 
maa p være en saadan Funktion af Tid og Koordinater, at 
de fundne Verdier for z, v, w, E er uafhængige af e Tillige 
skal de dels opfylde Kontinuitetsligningen, dels ogsaa tilfreds- 
stille Relationen 
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Naar A ikke er identisk o, vil man altid let kunne afggre, 


du , dv | 
ray (IM). 


om en given Tæthedsfunktion svarer til et sammentrykkeligt 
eller usammentrykkeligt flydende Legeme. Thi hvis man 
differentierer Elementerne i sidste Sgjle af A m. H. til #, faar 
man Tællerdeterminanten til Æ; er den nye Determinant = O, 
forholder Stoffet sig som en usammentrykkelig Vædske, ellers 
er det sammentrykkeligt. Har man paa Forhaand sammen 
med Tætheden faaet opgivet, at Vædsken skal være usammen- 
trykkelig, behover man naturligvis kun tre Ligninger til Be- 
stemmelse af x, v, w; men man saa bagefter prove, om de 
fundne Verdier virkelig tilfredsstiller Relationen Æ = ó. — Vi 
har hermed bevist folgende Sætning: 

Naar et flydende Legemes Tæthed er givet som 
Funktion af Tid og Sted, saaledes at der eksisterer 
en Determinant A, som ikke er identisk 0, saa vil 
dette alene være nok til fuldstændigt og eentydigt 
at bestemme den stationære Bevægelse, samt til 
umiddelbart at afgøre, om det flydende Legeme for- 
holder sig som et sammentrykkeligt eller et usam- 
mentrykkeligt Stof. — For at der overhovedet skal 
kunne foregaa en stationer Bevægelse, maa de 
fundne Verdier for #, v, w, E foruden at opfylde 
Kontinuitetsligningen ogsaa tilfredsstille Ligning 
(III) samt være uafhængige af Tiden. 

Fordelen ved denne Sætning ligger i, at naar der gives en 
Determinant A, som ikke er identisk 0, saa kan Bevægelsen 
bestemmes rent kinematisk, uden Benyttelse af de dynamiske 
Ligninger, og uden at man behøver at kende de virkende 
Kræfter, — En nødvendig Betingelse for, at der skal kunne 


eksistere et A Z O, er at E ikke er identisk Nul 5: det flydende 


Legeme skal ikke blot være uhomogent, det skal ogsaa i de 
enkelte Punkter have Tætheder, som varierer med Tiden. Der 
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er her en Forskel paa Rækkevidderne af ovenstaaende Sætning 
og Hovedsætningen i 8 3, idet denne ogsaa kan anvendes paa 


Tilfældet 22 = ©. Stromlinierne ligger nemlig vedblivende i 


Middeltæthedsfladerne; blot er disse nu identiske med de 
øjeblikkelige Tæthedsflader, der er fastliggende; og der eksi- 
sterer her selvfolgelig kun eet System af Middeltethedsflader. 

I det almindelige Tilfelde, hvor der gives et A, som ikke 
er identisk 0, saa vi jo altsaa, at Bevægelsen var fuldstændig 
bestemt; og man kan derfor ogsaa angive noget om det 
flydende Legemes Begræsningsflader (f. Eks. en eventuel fri 
Overflade). I ethvert Punkt af en saadan skal Hastigheden jo 
enten være Nul eller ogsaa tangere Fladen. For at Hastig- 
heden skal være o maa jo de tre Ligninger # = 0, v = O, 
w = 0 vere opfyldte; Hastigheden er altsaa i Almindelighed 
kun o i en Gruppe adskilte Punkter, og i Reglen er der altsaa 
i hvert Punkt af en Begrzensningsflade en vis Hastighed, som 
tangerer Fladen. Kaldes dennes Ligning 


F(x, y, 2) = 
skal man altsaa i ethvert Punkt af Fladen have: 


ENE E av, 

Denne Ligning skal kun gælde for Fladens Punkter og 
behøver altsaa ikke at gælde identisk for alle Koordinater. — 
Indsættes nu i (IV) de af Ligningerne (II) udledede Tæller- 
determinanter for uw, v, w, faas en Betingelsesligning, som 
Begrænsningsfladen skal opfylde. 

Af (IV) kan man iovrigt indse, at en Begrensnings- 
flade indeholder alle de Stromlinier, som den har 
eet Punkt felles med, og at Skæringskurven mellem 
to Begrensningsflader er en Str@mlinie. Betegner A 
en Middeltæthedsfunktion, haves identisk: 


OR Or 
Sy wt GC w+ RE=o (V). 
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Da nu Tætheden ifolge sin naturlige Betydning ikke kan blive 
negativ, saa kan Middeltætheden Æ aldrig blive 0, og vi ser 


altsaa ved Sammenligning af (V) og (IV): En Middeltæt- 
hedsflade kan kun være Begrænsningsflade, naar 
Ekspansionen er Nul i alle dens Punkter. Hvis en 
usammentrykkelig Vædskes Begrænsningsflader 
ikke er Middeltæthedsflader, saa skærer de Middel- 
tethedsfladerne i Stromlinier. 


Litteraturanmeldelser. 


Edouart Goursat, Cours d’Analyse mathémati- 
que. II. Theorie des fonctions analytiques-Equations diffé- 
rentielles-Equations aux dérivées partielles-Eléments du calcul 
des variations. 

Ferste Bind af Goursats udmærkede Lærebog er anmeldt 
her i Tidsskriftet 1905, Side 15. De samme fremragende 
Egenskaber, som udmærkede det første Bind, findes ogsaa her, 
og Fremstillingen er saa slaaende elegant og simpel, at det er 
en Forngjelse at læse den. I hvor høj Grad den har vundet 
Anerkendelse, ses ogsaa deraf, at der allerede er udkommen 
en engelsk Udgave. I dette andet Bind indføres komplekse 
Variable og uendelige Rækker; de sidste kan jo efter Udvik- 
lingerne i 1. Del behandles ganske kort, og de anvendes paa 
de sædvanlige elementære Rækker og Transcendenter. Her 
findes et smukt og elementært Afsnit om konform Afbildning. 
Kap. XVII giver Teorien for de analytiske Funktioner væsentlig 
efter Cauchy. Den Cauchy'ske Hovedsætning bevises i den 
almindelige Form, som Forf. har givet den (uden Forudsætning 
om Kontinuiteten af f(x), og Beviset er i Virkeligheden ikke 
vidtløftigere end ellers. Kap. XV behandler entydige Funk- 
tioner, Weierstrass' og Mittag Lefflers Sætninger, og ender med 
en kort og koncis Indledning i de elliptiske Funktioners Teori 
(bygget paa Dobbeltperiodiciteten). Kap. XVI handler om den 
analytiske Fortsættelse og Funktioner med naturlig Begræns- 
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ning, Kap. XVII ret udførligt om Funktioner af flere Variable, 
implicite særlig algebraiske Funktioner samt Abels Sætning. 

Efter et Afsnit om de elementære Integrationsmetoder for 
sedvanlige Differentialligninger gaar Forf. i Kap. XX ind paa 
Eksistensbeviserne. Disse føres hovedsagelig ved Cauchy's 
Majoranter, men Picards og Cauchy—Lipschits Metoder, der 
jo kan give udvidede Konvergensomraader, fremsættes bag- 
efter. De næste Afsnit behandler først de lineære og dernæst 
de ikke lineære Ligninger inklusive singulære Løsninger. Der- 
næst gaar Forf. over til de partielle Ligninger; man maa 
næsten beundre, at Forf., der her er paa sit særlige Arbejds- 

felt, begrænser sig stærkt, men det, der gives, er det bedst 
= mulige Grundlag for en videre Teori. I Slutningskapitlet frem- 
sættes paa en overordentlig klar Maade Elementerne af Varia- 
tionsregningen fuldstændig i sin moderne Form. 

Ovenstaaende Indholdsfortegnelse har nødvendigvis været 
ganske ufuldstændig. Medtages særlig den store Mængde med 
mindre Typer trykte Tilføjelser, er Indholdet meget righoldigt, 
selv om Forf. fastholder sin Bogs Karakter som Læsebog. 

At Udstyrelsen er fortræffelig, er det noget trivielt at 
gentage om en af de fra Gauthier-Villars Officin i de senere 
Aar udgaaede Bøger, men dels synes den mig særlig god, og 
dels lægger man maaske netop mest Mærke dertil ved denne, 
hvis Indhold i saa høj Grad tiltaler den matematiske Skønheds- 
sans. (C. J.) 

x S * 


Rene Baire, Leçons sur les théories générales 
de l'Analyse. I. Principes fondamentaux, — Variables réelles; 
II. Variables complexes-Applications géométriques. 

Den Evne, Franskmændene har til at skrive gode og ori- 
ginale Lærebøger, ses ogsaa af Baire’s Leçons d'Analyse. Ved 
at stille sig en anden Opgave end f. Eks. [Goursat og Jourdan, 
har Forf. skrevet en Bog, der i Omfang og Indhold ganske 
vist er langt mindre end de nævnte, men derfor paa ingen 
Maade mindre interessant. Baire vil udelukkende skrive en 
Lærebog, og alt, hvad der kan kaldes Haandbogskarakter, er 
udelukket; her findes ingen Noter, alt hvad der siges, maa 
nødvendigvis medtages af Læseren, og der findes ikke en 
eneste Litteraturhenvisning. Derimod er de almindelige Teorier 
fremstillede med den storste Grad af Omhyggelighed, og her 
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er det meget paafaldende, at disse Fremstillinger tiltrods for 
hele Bogens forholdsvis ringe Omfang ingenlunde er kortfat- 
tede; alt, hvad der skal siges, bliver sagt, ja endogsaa de fleste 
Mellemresultater er anforte. Hele Kortheden og Klarheden er 
opnaaet ved, at alt ngje er gennemtænkt og ngje stillet paa 
sin Plads, helst fremsat i en saa almindelig Skikkelse som mulig. 
Man maa naturligvis give sig Forf. i Vold og f. Eks. faa Ud- 
trykket for den plane Krumningsradius som Eksempel paa 
analoge Formler for Rumkurver. 

Grundlaget er Begreberne højere og lavere Grænse. 
Dernæst indføres Grænseværdi ved Cauchy's sædvanlige Be- 
tingelse 


leu — a| DE for u, v>Pp. 


Denne er selvfolgelig nodvendig. Beviset for, at den er 
tilstrækkelig føres ved at vise, at Betingelsen ikke kan vere 
tilfredsstillet i Fald @’erne ikke har nogen endelig Grænseværdi. 

Forf. kan nu definere det irrationale Tal ved en Tilnær- 
melsesrække. Differens af to irrationale Tal x og y indføres 
ved direkte Definition. Men Eksistensen af ++ y, xy og 


e 370) paavises som specielle Tilfælde af den Sætning, at 


en i et Interval kontinuert Funktion af rationale Variable altid 
kan »udvides« til en kontinuert Funktion af reelle Variable i 
Intervallet. Derved faas med et Slag ikke blot de ovennævnte 
Eksistensbeviser, men ogsaa alle Regnereglerne, Eksistensen af 
Funktionen x’ og andet. 

Forf. begrænser sig til kontinuerte Funktioner, ogsaa i 
Integralregningen, der tages samtidig med Differentialregningen. 
Differentialet df af f(xyz) defineres som f,dx + f',dy-+f'.dz, 
hvor dx, dy og dz er vilkaarlige Tilvækster; d?/ dernæst som 
Differentialet — forstaaet paa samme Maade — af df, idet 
dx, dy, dz holdes konstante. Paa den Maade bliver der intet 
uklart i Teorien; om Anvendelsen ikke kræver en anden Op- 
fattelse, er jeg dog ikke helt vis paa. 

Betingelsen for Eksistensen af et Areal angives korrekt at 
vere den, at Begrznsningen skal kunne indesluttes i et vil- 
kaarligt lille polygonalt Areal. 

Efter Arealet tages det dobbelte Integral. Indførelse af 
nye Variable indledes med det Tilfælde, at Transformationen 


er lineær, og er i sin Omhyggelighed et af de interessanteste 
Nyt Tidsskrift for Mat. B. XIX. 6 
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Afsnit i Bogen. De tredobbelte Integraler behandles paa lig- 
nende Maade. | 

En krum Flades Areal bestemmes rent analytisk og med 
den største Nojagtighed, særlig i Beviset for, at Arealet er et 
af Parameterfremstillingen uafhængigt Tal. Det forekommer 
mig, at Fremstillingen vilde have været mere overskuelig, ifald 
Forf. havde indfort Fladens Tangentplan, selv om denne ganske 
vist i den systematiske Udvikling har en senere Plads. !) 

Forste Bind slutter med Læren om krumlinede Integraler 
samt Overfladeintegraler inklusive Greens og Stoke's Sætninger 

med 2 og 3 Variable. 

| Det andet Bind handler væsentlig om komplekse Variable 
samt om geometriske Anvendelser. Forf. bryder sig ikke om 
at holde de forskellige Metoder ud fra hinanden — som der 
siges i Indledningen: En Lærebog i Analysen skal ikke give 
Analysens Historie. Tiltrods for, at Forf. stærkt hævder For- 
skellen mellem de reelle Tals og de komplekse Tals Analyse, 
betænker han sig dog ikke paa, som Riemann, at bevise 
Cauchy’s Sætning ved Green’s. 

Derefter kommer først Rækketeorien. Her indføres et nyt 
Begreb: en normal konvergent Rekke, hvormed forstaas 
en Række, hvis Leds Moduler er mindre end de positive Led i 
en konvergent. Begrebet falder omtrent sammen med, men 
dækker ikke hele Begrebet »ligelig konvergent Rekke«. Be- 
grænsningen tillader imidlertid en stor Simpelhed i Bevisrækken. 

Den holomorfe Funktion defineres som en Funktion, der 
i Intervallet har en bestemt Differentialkvotient. Hovedsætningen 
er, at dette er equivalent med at definere den ved en hel Række. 

Teorien for Differentialligninger begynder med Eksistens- 
beviserne, der straks fremszttes i deres fulde Almindelighed 
(ved Majoranter). Dernæst behandles de szedvanlige integrable 
Ligninger, de lineære (ikke homogene) dog kun kort, saa at 


1) I en Note her i Tidsskriftet 1897, S. 49, gjorde jeg opmærksom paa, at 
den i nyere Boger gængse Definition af en krum Overflades Areal som 
Grænse for Summen af visse Arealer beliggende i Tangentplaner, nødven- 
digvis medforer Vanskeligheder ved Beviset for, at et saadant Areal er 
uafhengigt af Koordinat(Parameter)systemet. Den eneste Fremstilling, hvor 
Spergsmaalet er fuldstændig klaret, er saa vidt jeg ved Baire’s, men viser 
sig ogsaa ikke at vere helt let. Jeg mener forøvrigt nu som dengang, at en 
Definition ved indskrevne Polygonnæt — der jo, som jeg dengang skiz- 
zerede, kan gøres fuldstændig nøjagtigt — ubetinget er simplere, 
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f. Eks. Metoden for arbitrære Konstanters Variation ikke næv- 
nes. Derimod fremsættes Læren om de partielle Ligninger af 
I. Orden udførligt og meget omhyggeligt. 

Den Del af de geometriske Anvendelser, der angaar 
Krumningsforhold ved Kurver og Flader inklusive Fladers 
Deformation, behandles ligeledes indgaaende. 

Af Variationsregningen opstilles kun selve den Euler'ske 
Ligning, men i et Eksempel (den korteste Linie mellem to 
Punkter paa en Flade) vises det, hvorledes man å posteriori 
kan vise, at Løsningen (indenfor visse Grænser), er et virkeligt 
Minimum. 

Bogen ender med en Indledning i de elliptiske Funktioners 
Teori (ikke meget forskellig f. Eks. fra Goursat's), der viser, til 
hvilken Grad af Elegance denne Del af Analysen er udviklet. 

Bogen er særdeles klart og godt skrevet, ikke engang 
kortfattet, men den forudsætter en opmærksom Læser. Jeg 
antager, at mange vil gøre sig en Fornøjelse af at læse denne 
saa selvstændig gennemtænkte Lærebog igennem, den er jo i 
Omfang meget overkommelig. (C. J.) 


Danske Eksamensopgaver. 
Skoleembedseksamen i ny Form. Juni 1908. 
I. Del. 


I. Bestem ad analytisk geometrisk Vej Tangent og Asymp- 
toter til en Hyperbel ved Diskussion af Skæring mellem Kur- 
ven og en ret Linie. 


II. a) Integrer Differentialligningen 
yy" — yy" =0 
b) Vis, at en Plan gennem to parallele Frembringere i en 
Hyperboloide gaar gennem Centret. 


HI. Find Tyngdepunktet i et homogent Legeme, som 
begrænses af 


og Planen z = o, 
6* 
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hvor xyz er retvinklede Koordinater, samt et Udtryk for det 
samme Legemes Inertimoment med Hensyn til en vilkaarlig 
ret Linie gennem Tyngdepunktet. 


Løsning. II. a) Skriver man Ligningen paa Formen 


faar man 
J.A = l.e : y" = cy 
y= Ge + GeT. 


II. b) Planen gennem to parallele Frembringere er Tan- 
gentplan til et uendelig fjernt Punkt, og maa derfor gaa gen- 
nem den uendelig fjerne Plans Pol, der er Centrum. 


III. Koordinaten z til Tyngdepunktet findes 


| zdz 
0 


Hovedakserne for Tyngdepunktet ses af Symmetrigrunde at 
gaa parallele med Koordinatsystemets Akser. Nu erindres, at 
Inertiarmen for en Ellipse med Hensyn til dens store Akse er 
16? og med Hensyn til den lille Akse 1a?. 

Man faar derved 


[pra = + | grå | n de = 4 nab°e. 
0 å CS 
Paa samme Maade 
fran = ale 134. 


Nu er det nemmest at soge Inertimomentet for en af de 
ny Akser, f. Eks. for den med X-aksen parallele gennem 
Tyngdepunktet gaaende Akse. Dette giver 


jo + 2?) dm = | rave G — 3)? + 36? e de = 


= yg tabe + Py Rad. 


Man har altsaa nu 
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|an = nabe’, 


og Inertimomenterne om alle de omspurgte Akser er herved. 
bestemte. | 


2. Del. 


I. Bestem Værdierne af de to krumlinede Integraler 
eaxi teri 
Fee. ES fez, Si 
K K 


hvor a er en positiv Konstant, medens Integrationsvejen K 
bestaar af et Stykke AB af de reelle Tals Akse med Midt- 
punktet i Begyndelsespunktet og af en over AB som Diameter 
tegnet Halvcirkel, der ligger i 1. og 2. Kvadrant. Hvilke ret- 
linede Integraler kan derved umiddelbart bestemmes, idet man 
lader Halvcirklens Radius vokse uden Grænse? 


II. a) Bevis Paskals Sætning. 
b) Hvorledes bestemmes en Hyperbel, der er forelagt ved 
én af dens Asymptoter og 3 af dens Punkter. 


III. En ret Linie (Stang) drejes i en Plan med konstant 
Vinkelhastighed om et af sine Punkter A. Find Bevægelsen 
af en Partikel, som frit kan bevæge sig henad Stangen, men 
ikke er underkastet andre Kræfter. Partiklen antages til at be- 
gynde med at være i Hvile i Afstanden a fra Punktet A. 
Find endvidere Partiklens Tryk paa Stangen. 


Losninger. I. Meddelt af Opgavestilleren Docent, Dr. 
N. Nielsen. Antages ovre Grænse for |x| endelig, og er 
tillige $(z)>0, har Integranderne ikke andre Singulariteter 
end den simple Pol x = 7; da x? + 1 = (x + 2z)(% — îi), bliver 
de tilsvarende Residuer _ 


22 2 
Betegner nu À Halvcirklens Radius, og antages Æ< I, faar 
begge Integralerne derfor Værdien 0; haves À = 1, gaar Inte- 
grationsvejen gennem Polen x =z, og intet af ovennævnte 
Integraler eksisterer derfor i dette Tilfælde. Er endelig R > 1, 
giver Cauchys Fundamentalsætning 
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eaxi = 
(1) | eme de + ne 
‘(2 sd lx = + 2mB= t ne~’, 
(2) at Å 


eftersom Integrationerne foretages langs Æ i positiv eller negativ 
Omløbsretning. I det følgende vælger vi stadig den første af 
disse Integrationsretninger og skal altsaa læse øverste Fortegn 
i (1) og (2). 

Betegner C Periferien af Halvcirklen, faas for begge Inte- 
gralerne 


a LEI 


deles dernæst i (3) det retlinede integral i de to med Græn- 
serne — À og 0, 0 og À, og sættes i det förste — x istedetfor 
x, medens det krumlinede Integral transformeres ved Substitu- 
tionen + = el, erholdes ved (1) og (2) 


R n id 
COS ax giaRe | 
0 


x : id 
i Xx sin ax giaRe 
—a — A Geer SE 2. . 220i 
(5) mze—* = 22 ie FE dx — R f Da Rees ei. 
0 


Da nu i hele Integrationsintervallet 


(6) GES" 2 e— aR SARE I, 
og da |1 + R? | > RI I, faas 
| eiaRe" | | * 10 m 
10 ee eres 
(7) f 1 + R26 20i ed <| si 
hvoraf umiddelbart = 
R oo S 
g LEER. cosar , | xsina 
(3) 2° lim | See ; an 


For at behandle Integralet i (5) sætter vi 


n ô 7 — à n 
o KAM 
0 0 d n—d 
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R U 
da erholdes for det midterste Integral paa højre Side i (8) stedse 
aR sin 0 > aR sin d > + aRd = 4a YR, 


hvor à er en passende lille positiv Storrelse f. Eks. 6 = 


og altsaa haves ved (8) 


iĝ 3 
iaRe 07 2 
Bl er ER ER, ee 
at + Rei | Ri— 1 R2— ı A 
hvoraf den ny Formel 
R , o a 
(10) T a lim | ZSR Ae — | ner, 
— = car Lhe ae — we . 
2 Kee à I + x R I+r 


Det er værd at legge Marke til, at Formlen (9) kan dan- 
nes af (8), idet man simpelthen differentierer under Integral- 
tegnet i (8) med Hensyn til oi 


Il. Ved Læren om relativ Bevægelse faar man straks 
Bevægelsesligningen 


der med r= a, 7' =o for ?=o giver 
a 
y = get e-a0t i 
= Gas ) 


Trykket N paa Banen kan kun hidrøre fra Coriolis Kraft, 
der giver . 
N = 2027 = av? (eût — e- aot), 


K ursusarbejder. 


I. Singulariteter paa Rumkurver. (Besvarelsen var forsynet 
med Modeller.) 

I. Kan man altid eller kun under visse Betingelser be- 
stemme et Tetraeder, der er indskrevet i en given Flade af 
anden Orden og selvkonjugeret med Hensyn til en anden? 


1) I $ 83 af min Lerebog i elementær funktionsteori undersøges en Genera- 
lisation af det i (8) forekommende Integral, der er af betydelig funktions- 
teoretisk Interesse, Niels Nielsen. 
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Skoleembedseksamen i den ældre Form. Juni 1908. 


I. Som I ved 2. Del efter den nye Form. 


II. Som IIb ved 1. Del og Ib ved 2. Del efter den 
nye Form. 


III. Som II ved 2. Del efter den nye Form. 


IV. Idet c er en fra o forskellig, endelig Konstant, skal 
man for den homogene lineære Differentialligning af anden 
Orden 


d? 
elt -2)55+9=0 


ved en Potensrække i x fremstille det partikulære Integral, 
som bliver o for + = 0, og dernæst bestemme denne Potens- 
rekkes Konvergensradius. Hvorledes kan Rekken omformes 
for c = a (a — 1)? 


Løsninger. IV. Meddelt af Opgavestilleren Docent, 
Dr. N. Nielsen. Den forelagte Differentilalligning viser, 
at dennes almindelige Integral er analytisk for alle x, Værdi- 
erne x =O, I, œ maaske alene undtagen. For at finde det i 
" Opgaven forlangte partikulære Integral sætter vi 


: m= CO 
(1) y = > dan - 
N=O 


denne Potensrække maa altsaa, hvis ovennævnte partikulære 
Integral eksisterer, have Konvergensradius I. 

Indfores (1) i Differentialligningen, og søges paa venstre 
Side Koefficienten til x°+", faas den almindelige Rekursions- 
formel 


(2) ((p + 7) (0 + x — 1) — c) an — (P + n) (P + +1) 2141 = 0, 


medens Eksponenten p defineres ved Ligningen 


p(p—1)—o; 


for det partikulære Integral, hvorom her er Tale, haves derfor 
p = 1, hvorefter (2) for n > 1 antager Formen 


(3) gut e SA 
3 RS E ite Të 
medens man for z = o finder 
€ 
(4) Cre e EE 
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Tillegger man dernæst den arbitrære Konstant a, Værdien 
I, findes af (3) og (4) det for n> 2 gyldige Udtryk 


c 
(5) An = — n(n + 1) R An, 
hvor vi for Kortheds Skyld har sat 
p=n—1 | 

o. aS Ubi} 

JUN 201) 

Da nu Rækken 
= 00 
> ie 
q(9 + 1) 
gz) 


er ubetinget konvergent, viser en Fundamentalsetning i de 
uendelige Produkters Teori, at A, for alle » har en endelig og 
bestemt Værdi. Potensrækken (1) har derfor sikkert Konvergens- 
radius I, og Eksistensen af det partikulære Integral er dermed 
bevist. Af (5) fremgaar det endvidere, at Potensrækken (1) er 
ubetinget og ligelig re paa hele Konvergenscirklens 
Periferi. Sættes endelig c = a (a — 1), erholdes 


u (Gr? Pre) 
p(p +1) PH) 
og Potensrekken (1) gaar derfor ifølge (4) og (5) over til den 
hypergeometriske Funktion !) 


(7) x. F (a, 1— a, 2, x). 


Opgave i Astronomi. 


Ved hvilket Klokkeslet efter mellemeuropæisk Tid 
gaar y Canis Majoris a) op, b) ned for Kobenhavns Hori- 
sont den 20. Januar 1908? 


a = 6" 59" 36.4 
Ò = — 159 20’.91. 


1) Naar Hr. G. Chrystall i Transactions of the Royal Soc. of Edinburg Bd. 41, 
1904 indfører Funktionen (7) med den mærkelige Definition (5) for Koeffi- 
cienterne som en ny funktion »Sefunktionenc, maa dette altsaa bero paa 
hans manglende Kendskab til den hypergeometriske Funktion. 


Niels Nielsen. 
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Der ønskes femcifret Regning. 

Hvordan forandres Svarene a) og b) paa Grund af Refrak- 
tionen? Vi antager Horisontalrefraktionen = 35".0 og behandler 
den som en differentiel Storrelse. 

Løsning. a) 6" 50" 198.5. 

b) 155 37" 55.9 (= 3? 37" 55.9 Form. d. 21. Jan. borgerligt 
regnet). 

Paa Grund af Refraktionen gaar Stjernen 4" 415.2 tidligere 
op og senere ned. 


Astronomi og praktisk Matematik. 


I Slutningen af November 1906 beregnedes i Bureau der 
astronomischen Nachrichten 1 Kiel folgende Efemeride for 
Komet 1906 g: 

1906 Rektascention Deklination 
Nov. 28.5 - 10h 52" 285 + 360 13.5 
Dec. 25 II 21 O + 41 25.5 

6.5 II 51 58 + 46 3.8 
10.5 12 24 49 + 49 58.6 
14.5 12 58 39 +53 6'.4 
18.5 13 32 19 + 55 29.2 
22.5 14 4 Al +57 127.7 
26.5 14 34 51 + 58 24'.6 
30.5 15 2 15 + 59 13.3 


Det gnskes at faa denne Efemeride interpoleret for hver- 
anden Dag og, hvis Tiden tillader det, for hver Dag i det 
angivne Interval. 


Boger, indsendte til Redaktionen. 


J. A. Serret, Lehrbuch der Differential- und Integralrech- 
nung. Nach Axel Harnacks Ubersetzung. Dritte Aufl. neu bearbeitet v. Georg 
Scheffers. Bd. I. Differentialrechnung (Pris 13 M.) Bd. II. Integralrechnung 
(Pris 13 M.) Leipzig, B. G. Teubner (1906, 1907). 

Deutsches Museum, Führer durch die Sammlungen (Leipzig, B. G. 
Teubner). Pris 1 Mk. — Dette Hefte giver en illustreret Oversigt over det 
store nye og allerede berømte Münchener Museum, der indeholder en historisk 
ordnet Samling (mest i Modeller, men en Del i Original) af Mesterværker i 
Naturvidenskab og Teknik. 


C. Runge, Analytische Geometrie der Ebene (geb. M. 6). Leipzig, 
B. G. Teubner, 1908. 

J. Sammor, Vorlesungen über Zahlentheorie, Einführung in 
die Theorie der algebraischen Zahlkörper. (Geb. M. 11.) Leipzig u. Berlin, 
B. G. Teubner, 1907. 


Om en særlig Form af Snorbevegelse 
i en fast Plan. 


Af Oluf Kragh. 
I. 
Bevægelsens partielle Differentialligning. 


1. Betegner mds Massen af Elementet ds af en bøjelig 
Snor, T Spændingen i dette Element, m Ads og m Yds Pro- 
jektionen paa Koordinatakserne af de paa Elementet ds vir- 
kende ydre Kræfter, er Bevægelsesligningerne som bekendt 


ax d|- dx 
"amal a) + mx 

(1) Si Al dy 
MOA aN as) Oe 


dx? + dy? = ds?. 


Disse Ligninger tjener til at bestemme x, y og 7 som Funk- 
tioner af de to uafhængig Variable s og ¢. 

Resal har i Traité de Mecanique générale T. I 
pag. 321 godtgjort, at Integrationen af (1) fører til Integration 
af en partiel Differentialligning af sjette Orden, som dog ikke 
opstilles. 

I 12te Bind af Acta Mathematica har Appell vist, at det 
er muligt at fore Bevægelsesproblemet tilbage til Integration 
af en partiel Differentialligning af fjerde Orden. Ved at be- 
stemme specielle partikulære Losninger af denne Ligning, gen- 
nemfgres Undersggelsen uden Vanskelighed for forskellige 
simple Tilfælde af Snorbevegelse. 

Snoren betragtes i hvert Øjeblik under Bevægelsen som 
Indhyllingskurve for sine Tangenter. Tangenten til Snoren, 
som i Øjeblikket ¢ danner Vinklen a med Abscisseaksen, har 
Ligningen . 

(2) x sin a — y cos a = p(a, 2). 
Nyt Tidsskrift for Math. B. XIX. 7 
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f(a, d er Differentialkvotienten med Hensyn til a af en vis 
Funktion af a og Z Snorens Form i det betragtede Øjeblik 
bestemmes ved at sage Indhyllingskurven til (2), det ¢ betrag- 
tes som konstant. Den sædvanlige Fremgangsmaade hertil giver 


x = p' sin à Lë cosa, 
y = — D cos à Lë sin a. 


Indfgres herved i (1) ¢ og a som uafhengig Variable i Stedet 
for ¢ og s, faar man i Stedet for (1) Ligningerne: 


aan fd Ae 1 |. 
nl (de tE) 777" 


(3) — ga + m (X sin a — Y cos a), 
dø 987 I 


SR am eT Oo a oa Y sin a). 


Ved Elimination af Spændingen Z mellem disse to Lig- 
ninger faar man til Bestemmelse af p den partielle Differenti- 
alligning af fjerde Orden 


at De wr, dy 
sal" (ae +) mu" an len Ge) 


2. 
Lais +2") (9 +5) = O 


(4) 


der bestemmer p som Funktion af a og z. d og Wer den 
ydre Krafts Komposanter efter Tangent og Normal. 

Til ethvert partikulært Integral af (4) svarer en mulig Be- 
vægelse af Traaden under Forudsætning af, at 7’s tilsvarende 
Verdi, der findes af den første af Ligningerne i(3), er positiv. 

I saadanne Tilfælde, hvor 2 er en flerleddet Størrelse, hvis 
Led bestaar af Funktioner af a alene og af Z alene, kan Un- 
dersogelsen uden nogen teoretisk Vanskelighed gennemfores, 
saaledes som Appell ved flere Eksempler har vist. 

Men lader p sig ikke saaledes dekomponere, synes Integra- 
tionen af (4) at støde paa store Vanskeligheder. 

Vil man undersgge Bevægelsen af en bgjelig Snor, der 
glider paa en fast Kurve, som samtidig drejer sig om et fast 
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Punkt i Planen, maa Fremgangsmaaden derfor ændres, idet p 
ikke i dette Tilfælde lader sig skrive som ovenfor nævnt. 


2. Vi tænker os i Planen et fast Koordinatsystem [XY] 
med Begyndelsespunkt i det faste Punkt O, hvorom Kurven 
roterer, samt et Koordinatsystem [&, nj, der ogsaa har Begyn- 
delsespunkt i O, men som er i fast Forbindelse med Kurven 
og altsaa deltager i dennes Bevægelse. Da Kurvens Ligning 
i Systemet [£, n] ikke indeholder Tiden, maa i dette System 
p være uafhængig af Z. Ligningen for Tangenten, der danner 
Vinklen a med Abscisseaksen, kan derfor skrives 


(5) Ésina — n cos a = f'(a). 


Systemet [£, n} antages ved Tidens Begyndelse at falde 
sammen med Systemet [XY]. Har Kurven efter Forløbet af 
Tiden # drejet sig Vinklen 6, saa er Ligningen for Tangenten, 
der med &Aksen danner Vinklen a i Systemet [XY] følgende: 


(6) x sin (a + 0) — y cos (a + 6) =/'(a). 
Differentiation af (5) med Hensyn til a giver 

(7) & cos a + n sin a = p" (a). 

(5) og (7) giver for & og n: 


f E = p' sina + p” cosa 
| n= — cos a + 2" sin a, 


5 = Lë + 2") cosa 


on _ , HN os 
än AE +p ) sin a. 


Betegnes Buelængden ved s, faas heraf Krumningsradien i Tan- 
gentens Roringspunkt: 


hvoraf efter Integration: 
7* 
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(11) s=p+p" + Od) 


hvor @(¢) er en Funktion af Tiden alene. 


3. Vi vil nu i Bevægelsens Differentialligninger (1) ind- 
fore ¢ og a som uafhengig Variable i Stedet for ¢ og s. 
Differentiation med Hensyn til ¢ og s som uafhzngig Variable 
betegnes. i det folgende ved d med Hensyn til ¢ og a ved à. 

Differentieres (6) med Hensyn til a, idet ¢ betragtes som 
konstant, og findes af (6) og den ved Differentiationen dannede 
Ligning Udtryk for x og y, faar man 


f z = ?' sin (a + 6) + 2” cos (a + 6) 
(12) Ly = — p’ cos (a + 0) + p” sin (a + 9), 


d on d (4 m e 
(13) <= = (9 +p") cos(a +0), = (9 + 2") sin (a + 0). 


Ved (11) bestemmes a som Funktion af s og £; tænkes 
denne Funktion indsat for a i (12), giver Differentiation: 


dx dr da a __ oy da 
ds da ds ds da ds 

(14) dx dx òr = dy W , dy da 
et ae ae dt dt" da at 


Af (11) faas: | 
da I da ©’ (2) 


ge CNET ES ETS 
og af (12) 

p d0 d0 
- == — (— SG cos (a +6)+% sin (a + 6)) > RSR 
I 

d 

g= =(f sin (a + 0) + 2” cos (a + 8))- ER = 


Indsættelse i (14) af de i (13), (15) og (16) fundne Ud- 
tryk giver 
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os (a + 0), 


di 
= sin (a + 0), 
(17) 


dx 00 i 

no I, ® cos (a +9), 
dy _ 00 : 

HT 4x, O er) 


| ax dy 
Da i Udtrykkene for GE 2 


henholdsvis efter X-Aksen og Y-Aksen hidrorende fra Rota- 


Hastighedskomposanterne 


tionen er — ye og ei idet Vinkelhastigheden er ed ind- 


ses det umiddelbart, at — ©’ er Glidningshastigheden i 
Snorens Bevegelse langs Kurven. 


4. For Differentialkvotienterne af anden Orden faar vi 
af (17) og (15) 


d'r da sin (a + 0 
qa = — sina +0). = Et) 
d? d c 0 
S2 = cos (a +0): = EEN 
EE 
di? dt zl da AE 
026 d0 |? R , 00 
SE E cos (a + 0) + O' = sin (a + 8) 
_ 2. |- (2 + 2"); © sin (a + 9) + O sin (a + 6) 
p +p” 
820 d0 , 00 ji 
=—1%4—43 ;) + 2sin(a +8). 9. —cos(at 8). © 
— sin (a + 6) = 


e+e" 
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dy m dy\ da 
de dt\dt] " daldt) dt 


020 00\2 PE | 00 
SEET E sin (a + 0) — ©’ pz COS (a + S 
gm | +”) cos (a + 9) 3 ©’ cos ( 0 
p + e | dz a + ) 
d20 ou? , 00 nde | 
SE 2008 (0 +8) - OF —e sin (a + ©) 
GK 
cos (a + 0): — —. 
ee 
5. Ligningerne (1) kan skrives: 
d'r d'r dx dT 
MR last as MX 
dz dy , dyaT 
” da" ga Tas a 7 my 


Indsættes heri de fundne Udtryk for Differentialkvotienterne 


samt for A sende Udtryk 


ds 
dl dT da dT I 
ds ða ds da a Lan 


faar man, ved samtidig Benyttelse af (12), de to Ligninger: 


= my Le — MX (=) + af À sin (a + 0) — mO” cos (a + 8) 

GK sin (a + ©) 

Öje RE 
DE D +p" sin (a SÉ )= F: FA v Le 
87 cos(a + 8) 
as da p +p” + må, 
"e — MY (ör) — 2210" oe cos (a + 8) — mO” sin (a + 6) 

_ yr, cos(a+6) òT sin(a+P) : 
+ Mm: 7 TF — cos(a+0)= T 7 Cer Sap tp” + my. 


Multipliceres den første af disse Ligninger med cos (a + 9), 
den anden med sin (a + 0) og adderes, faar man: 
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026 „[90\? 5 
mp sa mb E — mo 
(18) , 


=, FIP ya T + m (X cos (a + 6) + Y sin (a + 6). 


Multipliceres ligeledes henholdsvis med sin (a + 8) og 
— cos (a + 8) og adderes, faar man: 


9° Bi o: 
mw ah de) + 2m g — ip 


(19) 
+ m (X sin (a +0) — Y cos (a + 0)). 


747 
Elimineres 7 mellem disse to Ligninger, fremkommer den 
partielle Differentialligning til Bestemmelse af Bevægelsen: 


d m | , 00 ' 
Slew ailes + 2 (dr) — 2037 Y) + m0") 
(20) de NA 
—m(f +”) joa da — 9" — al = 0. 


Differentialligningen er af fjerde Orden. P og W betegner 
den ydre Krafts Komposanter efter Tangent og Normal. 

Antages de ydre Kræfter givne, og har man bestemt et 
Set Verdier af o © og 0, som tilfredsstiller (20), faas 
Spendingen af (19). Bevægelsen er kun mulig, saafremt 
Spændingen er positiv. I det følgende forudsætter vi, at 
Traaden er homogen. m er da konstant og kan bortdivideres 
af (20). 

Udfores derefter Differentiationen i (20), faar vi Ligningen: 


Var +2) (0 — 2) + (er Hm pr] E 
(21) +|2(p iaa + (p" + AN) gle 
H+ (or + © -tooo 


& betyder Vinkelhastigheden: 
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Forskellige Tilfælde af den omhandlede Bevægelse faar 
man nu ved at søge partikulære Integraler af denne Differen- 
tialligning, idet man gor specielle Forudsztninger om forskellige 
af de i Ligningerne indgaaende Storrelser. 


II. 
Bevægelse uden ydre Krefters Virken. 


I. Vi vil specielt betragte det Tilfelde, da Traader 
ot er med jevn Hastighed om det faste Punkt, idet 
der ikke tenkes virkende ydre Krefter; da er 


dco 
SE reg og Y = o0. 


(21) faar da Formen: 
(22) [2(o+0")p"+(p"+p™)p'o?+(p'+p") O" saat 


Koefficienterne til oi ©” og Go kan ikke vere lineært 
uafhængige af hinanden, da i saa bald œ =o og ©’ = konst.; 
den første af disse Ligninger kan ikke finde Sted, naar Kur- 
ven roterer. Er den lineære Afhzengighed mellem Koefficien- 
terne udtrykt ved en Ligning 


(23) [2 (Z +A" )p"+(o"-+ 9") 2] k HA +p") ke —2(2 +p") k =O. 
saa folger ved Sammenligning med (22), at 


co? ` 9" _ Ge . 


kı kan ikke være Nul, da w = 0; sættes #, = I, saa er EI = 
4,0, altsaa ©” = o og følgelig k, = O. 


Traaden glider altsaa med jævn Hastighed. 


Til Bestemmelse af Kurvens Form faas derefter af (23): 


| (24) 2(2 + P” + (2" + DV)? — 2 (9" + pl) 3 = ON 
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i det $, er Forholdet mellem Glidningshastigheden og Vinkel- 
hastigheden med modsat Fortegn. 
Sættes i denne Ligning p' = u, kan Ligningen skrives 


A du „ Zu d'u D IS FA 
(25) Wa 7 s Nda ms) ° 


Opgaven er nu at bestemme saadanne Integraler af denne 
Ligning, for hvilke Spændingen 7 er positiv, i det til saa- 
danne Integraler vil svare mulige Bevægelser af Snoren, saa- 
fremt Indhyllingskurven for den tilsvarende ved (5) bestemte 
rette Linje bliver en kontinuert Kurve. | 

(25) kan reduceres til en Differentialligning af anden Orden, 
idet den integreres Led for Led. Man faar derved Ligningen 


duN? deu 
| +) + ud Ja — 2k, (u w+ NF Ci: 


gen du (au ‚du Pu u 
dat" dat \aa” da ~" dod” Hä) 


kan denne Ligning skrives 


Da 


| d? du\? 
(26) (n ab Jas ti (ge) +30 260 Cen 


Den uafhængig Variable a forekommer ikke explicit i 

Ligningen, som derfor kan reduceres til en Differentialligning 

du du då 

af første Orden. Sættes z = =g, saa er = g n’ 
(26) efter Indsættelse heraf antager Formen: 


saa at 


d =: 
(27) (u — 2k) Z + $9? +40 260 — Ci =0. 


Endelig sætter man heri g? =; (27) ændres da til den 
lineære Differentialligning af förste Orden 


dÄ I À _ 3%? — 43 — 20, 


(28) du + u — 2k, u — 2%, 
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Ved Integration af denne faar man 


= ao 2 
h= ae SE d Tene + 2C\u + G), 
dy cc au 
og endelig, i det jo À = EI , 
(29) da= ty opaa kr 


Indføres heri den nye Variable z bestemt ved Ligningen 


faar man: 


de 
T I eS, 
GR. e VIC: +4C Ks) 28 + 2 (C, — 282) 2? — 4k — I 


Vi vil nu tænke os, at de arbitrære Integrationskonstanter 
tillægges saadanne Værdier, at Polynomiet under Rodtegnet 
har tre reelle Rodpunkter z,, 2 og Za, og at 


2i <a L Zg. 
(30) kan da skrives paa Formen: 
ee See EEE EE a nen 
TVG +4G4 z Valls a) — x) 
Indfgres i Stedet for z den nye Variable p ved Ligningen 


(31) da = 


= 2, sn? + 2, cn? p, (Modulus x = Ve = 
23 See ay 
saa er 
dz = 2 (2, — 2,) sup cno dng ag, 


Z— 2, = (4 — 24) snp, 2 — 2 = — (2, — 24) cng, 
Z — 23 = — (23 — 2,) dng. 


_ Indsættelse heraf i (31) bringer denne Ligning paa Formen 


EE 
D TNL A Ve 2259 + zn 


hvoraf ved Integration, idet 
2 


Cees 
SES SC — ŝi 
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_ I 2 ap 
Be VCG + 4850; (2 — 21) Væg — 24 EZ — sa?B 
Funktionen under Integraltegnet er dobbeltperiodisk med 
Perioderne 2K og 22K’. 


2. Vi vil anvende Hermites kendte Metode til Dekom- 
position af Funktionen under Integraltegnet i simple Elementer. 
Som bekendt er 


I I He—p , 
ET ET He u o dz sI (konstant), 
P 
idet Integrationen foretages langs et Periodeparallelograms 
Sider. 7 er den tredje Jacobiske Hjælpefunktion. Denne 


Lignings venstre Side er ogsaa lig Summen af Residuer for 


Funktionen. 
I JT (é— 9) 
sz — snß H(z — 9) 


Denne har Polerne z = ọ, B, — B. 


Til Polen 2 = ọ svarer Residuet SES sn?9 — sn? 


a” LA oc I JT (B— y) 
| 2snB cap dnB H(B—9) 

P z=—B = = EO ee H (B + 9), 
2suBcnBanB H(B + 9) 


Følgelig er 
en, E E E 


sn?o Bt asuBcnBanB | A(B—g) HBHP 
For at bestemme Konstanten I sætter vi 9 = ¿Ķ', hvor- 
ved faas 


_ I E B —:K) HR+ SCH 

x 2suBcnBanB | H(B—zk’) A(B+ 2k’) 
©" (B) 

-3K © (B) 


© (B) 
et 6 (8) 


A’ (B +K) 
H (B +24) 

H (B — 2K") ` 
H (B — — iK) ` 
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Indsættelse heraf i Udtrykket for T giver 


_ ! EU. 
snBenBanß © (R) 


af (33) faar man da: 


I 
sn? — sn2B 
wer LE. Ee- Hete 
2snBcnBdnB | OM A(p—B) Hle +8) 
Indføres dette Udtryk for Funktionen under Integraltegnet 
i (32), faas 


a+A=+ 


[ I 
fie FAQ (22 — aa — a 25nBonBanB 
(Lem H(e — B)\ 

(2 art er) 


Konstanten foran Parantesen kan reduceres meget. 


Da 
2 
mB =i V- L, 
Za — À 


giver en simpel Udregning 


a Ve si Vz 


snBcnBdnB = i O Vans 


(2, — 24) )V zz — 2 — 24 


; I 
= Z + — 


(z — z) Vz — z VG + 4k; C 


saa at (35) antager Formen: 


tem Die 8 
(39) a=7F+l2 ie + Los CE By 


Konstanten À spiller ingen Rolle, da den blot svarer til 


(35) 


hvoraf 


en Drejning af Koordinatsystemet. Den er derfor her udeladt. 
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3. Uagtet (36) giver a under imaginær Form, ses dog 
højre Side ved passende Valg af B og ọ at blive reel. 
Af den kendte Formel 


nt = 00 k 
nyg gars ` (2m + ı)nz EK 
SNL = — —T SN SS — = 
x. K Lega Ab i 
m=O i 


følger, at for x = ñy, y reel, er sar imaginær, medens snx er 


reel for x reel. Nu var 


IF ølge vor Antagelse med Hensyn til Røddernes Størrelse 


er Z — Z4 >O, altsaa er 
I) sn?B > 0, saafremt z, 0, 
2) sn?B <O, saafremt z > 0. 


Er i Tilfælde 1) 


z 
——“ <1, altsaa z, > 0, 
Za — À] 


kan man for B vælge en Værdi, saaledes at 
OCBER, 
medens man, hvis 


z 
—— > 1, altsaa z, Lo, 
22 — Fy 


maa betragte to Undertilfælde, eftersom 


a) 4 > 0 eller b) z <0. 


I I 
pr eller I< sup << 


Ligningen til Bestemmelse af B kan da tilfredsstilles ved, 


_ at man setter 


B = K Lie, hvor o< y < kK’ 


x aK=ı. sn'K— ik" =-. For samtige Verdier af y, 

- -r . -re or e e 2 + e e 2 CH Zei 

Gef tirecestillier 2zecen er sn3ree;:; thi sx3 = u hvor 
x fei 


Lasce Is er og Nævner.er reeiie, da ca og an begge er lige 
Functioner. 


WM 1 I D 
b, I dette Tiifælde er sn Ski saa at vi kan sætte 
zs 2K’ — xy, hvor Oe re K; ti 
sn» = sn ik" + x) = ——- 
x 
Naar + gaar fra o til K, vokser sry fra o til 1, altsaa 
I SE 
aftager — — fra oc til —- 
A SIT n 


I det under 2) betragtede Tilfelde er alle tre Rodder 
positive; da sn3 er imaginær, kan man sætte 3 — sy, idet 
OL Y< kK. 

Det staar nu tilbage at undersoge, hvilke Værdier man 
maa tænke sig © gennemlobende, naar a skal vere reel. 


4. Vi betragter forst det under 1) nævnte Tilfælde, hvor 


oC He EK. 
Da 
O' (P) 27 < ge" mn 
Off K Ven E 
I 
saa er ie reel for B reel. 
Indenfor en Cirkel med Radius IO er 
ne HØ [HON e, 
ene et | DI SC TAn 
et H (R) LAURE 
Log H(p — B)=z > + Log M(B) 706) ell er 


saa at indenfor denne Cirkel gælder Rækkeudviklingen: 
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H(e—B) ; 20 g — 2 FAN. p? 


(37) Los FeFe z AA HB) 1.2.3 


— er altsaa, for B reel, rent imaginær, naar 9 er 
Sie +B) É i ? 
rent imaginær og [p CF. Ved analytisk Fortsættelse ses det, 


at denne Egenskab bevares for alle Verdier af 9, repræsen- 


. + 


Log 


teret ved Punkter paa de imaginære Tals Akse. | 
Lægges en Cirkel med Centrum i Punktet zy, beliggende 
paa de imaginære Tals Akse indenfor Cirklen med Centrum i 
Begyndelsespunktet og med Radius 8? + y?, saa erLogH(9 — B) 
og Log H(ọ + B) holomorphe indenfor denne Cirkel. 
Her gælder altsaa Rekkeudviklingerne: 


Log Hg — B = Log Ale — #7) + (ér — B) 
= Log H (iy — 8) +t (9 — iy) 
E (y — | (PM? É (y — SE (=A) 
H (iy — 8) 1.2 H(i — B) 1.2.3 00 
Log H(p + 8) = Log H [(9 — zy) + (ey + B) 
= Log H (y + B) + aka + B (9 — 77) 
Kä + Te (p—7zy)? , [A er + ST (p — zy)? 
H (zy + B) I.2 H (zy + À) 1.2.3 
Indenfor samme Konvergensomraade gælder følgelig Rzk- 
keudviklingen: | 
Hiw—B) Ey—B) , [y p) _ Zer+B) , 
HÖR Ear Later = Fart 
pom a, (p — ñy)? 


Förra 


Log 


A(ey—p) Hiert 1-2 
+| Hier. P) ae (9 — zy)? 
H(wiy—B)  H(iy+B)l 1.2.3 


Da zy, som foran nævnt, er beliggende indenfor Cirklen 
med Centrum i Begyndelsespunktet og Radius |ß|, saa gælder 


ior Log sella te y —B) 


det tidligere fundne. Dette Led er altsaa 
(7 + B) = 
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rent imaginært. Differentialkvotienterne af ulige Orden af 
denne Funktion er derfor lige Funktioner og altsaa reelle, 
medens Differentialkvotienterne af lige Orden er ulige Funk- 


He — P) 


-+ er altsaa rent 


Hp + À) 


imaginær, naar ọ repræsenteres ved et hvilketsomhelst Punkt 


tioner og derfor rent imaginære. Log 


paa de imaginære Tals Akse, beliggende indenfor de to nævnte 
Cirkler. Ved fortsat analytisk Udvidelse ses denne Egenskabs 
Gyldighed at blive bevaret for alle Punkter paa de imaginære 
Tals Akse, saa at a i det betragtede Tilfælde er reel 


for alle imaginære Verdier af o 


5. Undersøgelsen gennemføres paa lignende Maade i de 
andre Tilfælde. 


i)a. Da her B = K + 2y, gælder den for Log De = à 


fundne Rækkeudvikling (37) indenfor en Cirkel med Centrum i 
Nulpunktet og Radius | X + zy|. Nu er 


OB) _ Gel 27 | om . MT. 
og "all — Kady ge én 


saa at eil er rent imaginær. 

Af dë Se 
AR) Huis x (—1)".9™ mm . 
Hp) Ma 2K" SR RO, page sin rr 


følger ligeledes, at HB) og denne Funktions afledede med 


HR) 


Hensyn til B er rent imaginære, følgelig er i dette Til- 
fælde a reel for ọ reel, beliggende indenfor Cirklen med 
Centrum i Nulpunktet og Radius | K + zy]. 

Analytisk Udvidelse viser ved Regninger, der ganske sva- 
rer til de under 1) udførte, at Egenskaben bevares for alle 
reelle Værdier af 9. Dette indses imidlertid lettere ved at 


10 8) har Perioden 2Ķ; ti 


lægge Mærke til, at — Ei 
(9 + À) 
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He -— B + 2K) = — Av — B), Hp +B + 24) = — (Hg+ R), 


altsaa er 
H(e —B + 2K) ` ED 
Hp +B + 2K) Ale + 8) 

Da | K + ty| kan man ved Addition af Perioden 2X 
og dennes Multipla komme fra Punkter paa de reelle Tals 
Akse, beliggende indenfor Cirklen, til samtlige Punkter paa 
denne Akse, beliggende udenfor Cirklen. 


1)b. I dette Tilfælde er 8 =zK' +y, o<Y<XÆ. For 
denne Verdi af B er 


Ho — B) _ Oly — p) 
L = 
SE CES Ut go + LOE ET | 
_ Funktionen Log Se er holomorph indenfor en Cirkel 
med Radius |y + ¿Ķ'| og Centrum i Nulpunktet, 
Rækkeudvikling giver 
Oly — y) E ri É Als a 
Log —— = — 2 | ~~ | sr — oe | 
E fr Le omv) l t [En] 1.2.3 7 
saa at indenfor denne Cirkel er 
=! Ay) OM) bs le oi | 
= w+ 21 ue — 2|— |. ———, . |. 
El Dr el Tea) 


a er altsaa her reel, naar 9 er‘rent imaginær. 

Analytisk  Udvidelse viser, at ‘dette finder Sted for alle 
rent imaginære Værdier af oe Men da |y+2K’|> A’, kan 
man ogsaa indse dette ad følgende Vej: Erstattes i (36) med 
@ + 22K’, faar man: 


ul. 018) Hie — B + 2K’), ` Gomm 
feig S dÉ Of) ? TS De + p+ uk) * * Op) À | 
en 
A(p—B+ 227K’) … 2 Ho — À) 
, VS Hp + BF ak) ET Log Ae +p) 
R | 
Ae 
Hix + 2iK') = —e Ha). 
Altsaa er 
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1|, OB He — 8) |, OM x 4 je 27 
a= + Ët +L + 4 gig) ‘À + zB —;|. 
oa t E Ae +A) op) FX 
Summen af de to første Led er som foran vist rent imaginær 
for 9 rent imaginær. Vi har altsaa kun at betragte de to 
sidste Led. 
Da 


og altsaa | 
SP) Zar] 
SALG) -3K HY) 


saa er altsaa 


OB) g> e gen FEY) Y 
Zero" +B. z= (48 Sei + 2x. A 


Indsættelse heraf i Udtrykket for a viser, at a forbliver ` 


reel, dersom man til en rent imaginær Værdi af o beliggende 
Indenfor Cirklen, adderer 22K'- Nævnte Egenskab bevares 
altsaa for alle rent imaginære Verdier af 9. 


6. I det under 2) nævnte Tilfælde er B rent imaginær, 
altsaa er indenfor en Cirkel med Centrum i Nulpunktet og 


Radius |B| a reel for reel, da ak som det fremgaar 
af Funktionens Udvikling i Fouriersk Række, er rent imaginzr 
ze — À) 


for B rent imaginær, og Log har den samme Egen- 


A + B) | 
skab i Følge (37), naar B rent imaginær og ọ reel. Analytisk 
Udvidelse viser, at Egenskaben bevares for alle reelle Værdier 
af p; ti sættes B = zy, saa er indenfor en Cirkel med Centrum 
i à (ò reel og beliggende indenfor den oprindelige Cirkel) og 
Radius |dB| 
Ho — Hd — 2 H'(d—: Hd +2 
E Hg FOT E HOFA À la Höra) 


(9 — ò) 
I.2 


, O-A) | H+) 


Hö) Hl +77) 


Her e 
p—Ù 
indent 


md 
unde 
Sted 


jevı 


elle 


Ir 
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Her er første Led og samtlige Koefficienter til Potenser af 
om —d tidligere vist at være rent imaginære, altsaa er ogsaa 
indenfor denne Cirkel a reel for ọ reel, o. s. v. 


7. Skal Snorbevægelsen for a reel være mulig, maa 
imidlertid Spændingen 7 være positiv, og det maa derfor 
undersøges, hvorvidt dette i de betragtede Tilfælde finder 
Sted. 

Af (19) faar vi under Forudsætning af, at Traaden roterer 
jævnt, og at der ingen ydre Kræfter virker, for 7 Udtrykket 
T = (2' + 2") (mp'w? — 2mk,w?) + mk, Ben? 

eller, idet 2’ = u, 
T = mo? [(u — 2%,)? + (u — 2%,) u"). 

Af (26) folger, at 
Indsættelse heraf giver 

T = mo? [CG + k? — 3 (u? + au). 
Men af (29) faas 


ya C + 2C;u + 2%,u? — rå. 
u — 2k, 
indsættes dette i Udtrykket for 7, giver simpel Reduktion 


= 2 Ben 4k; C ETI Ca ; 
(38) T = 3 meo (22, hat 


8. 7's Fortegn maa nu undersøges i de under "), 1),, Hi 
og ?) betragtede Tilfælde. 


E) Bj OB = a 


z— z. 
Af Z = Ze SN? + z cn?ọ faas snp = — = 
2 2ı 


Ch 
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da her a kun er reel for 9 rent imaginær, saa er z < zı, og 


da # — 2%; =, folger heraf Uligheden 
1 


I 
1 
Endvidere er 


I 
C + Ak Cy 


saa at C, + 44,C, < 0; følgelig er Broken i Udtrykket for T 
positiv, og da den kan blive saa stor, det skal vere, er 7 


ikke overalt positiv. Bevægelsen er altsaa i dette 
Tilfelde umulig. | 


Da Z <0, Z <O, Za > O. 


Af siio =, følger, da a kun er reel for ọ reel, at 
ER? 
Da om er reel for 9 reel, og cn?ọ = 2, saa er 
| | 2 — 2 
ZL Zg, 


altsaa er . 


I I I 
Zi <= —— <z, eller — > u — 2%, >—: 
= y — 2k; = SEER Ze 


u— 2k, er altsaa stedse negativ. Da endvidere z,z,z, > O, saa 


er CQ + 4£,C, > 0. Af 38 følger da, at T stedse er positiv, 
saa at Snorbevægelsen i dette Tilfælde er mulig. 


Ib z <0, Z LO, Zz O. 
| Z— 2 
Da a kun er reel for ọ rent imaginær, saa er sp <0, 
2 — 24 


altsaa z< z. Følgelig er # — 24, <0. Da Roddernes Pro- 
dukt er negativt, er endvidere C, + 4#,C <0. T er derfor 
ikke positiv for alle reelle Verdier af a, saa at Snorbeve- 
gelsen i dette Tilfelde er umulig. 


2) Oz < Z< Z. a er her reel for ọ reel, altsaa er 
mim >0, hvoraf z> z, og cu?ọ >o, hvoraf z<z,. Heraf 
følger Uligheden 


OM EN SÆRLIG FORM AF SNORBEVÆGELSE I EN FAST PLAN. 95 


Da Roddernes Produkt er positivt, er altsaa baade x — 2%, 
og 44,C, + C, positive. Sidste Led indenfor Parentesen i Ud- 
trykket for 7 er altsaa positivt. Skal 7 stedse være positiv, 
maa man derfor have | 


men 
dëst: + QG 


u — 2%, > 283 Se (4830 + G) 


2 
2k? — 


T er altsaa positiy, saafremt 
2k35 Se (4k41 + G) > 0, 


der kan skrives 


k?z zZ > à. 
i 4k, I 
D Zz = — — Se nl EA 
a 242 + 29225 + 232, G + 4k, C, OS 212923 G+45C 
saa er 
ZiZa + 2925 + 232; = — dën, 42928 
eller 


I I I 


2 


hvilket indsat i Uligheden ovenfor giver 
I I tr 
— + — + — | Zz > 8. 
E EE GÉIE 3= 8 
Resultatet af denne Undersøgelse er altsaa, at naar alle 
tre Rodder z,, z og z, er reelle, saa er Bevegelsen kun mulig, 
naar: 


A. 2, < O, Zo < O, Zg > O. 
3 
B. OL Lys EE EE 
| Zi Z2 Ze 
Af Udtrykket for ką ved Hjælp af Rødderne ser man, 


at i Tilfelde A. kan #, vere enten positiv eller negativ. 
Glidningshastighed og Vinkelhastighed behøver 
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altsaa ikke at have samme Fortegn. I Tilfelde 5. 
derimod er & negativ, Glidningshastighed og Vinkel- 
hastighed har derfor i dette Tilfelde stedse samme 
Tegn. 
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Om en Udvidelse af en kendt Konvergensseetning. 
Af Harald Bohr. 

Ved Hjælp af den Abel’ske delvise Summationsformel 
har P. Du-Bois-Reymond*) bevist følgende Konvergens- 
sætning: 

Rækken San -6, er konvergent, naar Sas og 


lb, —6,_,| er konvergente. 


Det skal her vises, hvorledes denne Sztning kan udvides 
til folgende almindeligere: 


CO 
Er Za, konvergent og er 
0” 
bo,0 


b10 61,1 


bao On OG Da 


en Samling komplekse Tal, der opfylder folgende 
2 Betingelser: 


1) lim Ass 2) Eby,» — Ale (for alle sl 


m konst. 2= 00 r=I 
da har 965.0 + 21 dnr +--+ An + bn. for n = © en Grænse- 
værdi lig Za, . à. 
Vi vil begynde med at vise, at Ea.. dn under de givne 
0 
Forudsætninger er konvergent. 


*) Antrittsprogramm, Freiburg 1871. 
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Lad os for Kortheds Skyld betegne 
|äm+1i:Ön,m+1 + Am+2' dn, met +" +@m+p'4n,m+p| med f (n, m, p). 


Vi har da, idet s, =a) +a +.:.+a, og idet vi benytter den 
Abel’ske Omskrivning: 


f(n, m, p) = lët: do, mi + +++ + amtp: On, m+p| = 
| Ön, m-+1 — 9, m+2) (Sm+1 — Sm) + +++ + 
(Ön, m+p—1 — Žn, m +p) (Sm+p—1 — Sm) + Ön, m+p (Sm+p — Sm) | < 
Mn (| On, m+1 SCH Ön, m+ | Feet |ön,m+p-1 se Ön, m+p | + | On, m+p |)» 
hvor Mm betegner Maksimum af | 


ISm41— Sml> dv laps — Sm|... lim Mm = 0. ` 
m= CO 


Af Ligningen | 
Ön, m+p — Ön, 0 + (dn, ; Ön, al + SE SÆLG + (On, m+p ”— Ön, ie) 


faas | 
i lön, m+p| << B+ löna, ol, 

og følgelig 

J (n, m, p) < Ma (2B + lön, 0|, hvor |51,0 | er endelig (< Konst.) 


for alle z, da lim 62,0 = dp. 
22=00 


Der findes derfor sikkert, naar € er et vilkaarligt opgivet 
nok saa lille positivt Tal, et helt Tal asi, saaledes at f (z, m, p) < €, 
naar m> m’. For ethvert saadant 22 og et vilkaarligt p, faar 


man derfor ogsaa 

lim f(x», m, p) = |am +1: Öm 41 t+ +++ gan: bm pl] LE; 

# = 00 
men dette udsiger netop, at Rækken Sa, er konver- 
gent. Lad os kalde dens Sum G. 


Vi kan nu sikkert, naar e atter betegner et vilkaarligt 
positivt Tal, finde et Tal m,, saaledes at baade 


Fin, my 2) <= og | G — (a by + a, bt Ham + All i 


Vi kan endvidere derefter, idet #, jo er et bestemt fast- 
lagt Tal, finde et Tal N, saaledes at for n> AN 


g (1) = es +... + Amy Em) — (o Bao +-+ + gen bn, m)l <A 
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For ethvert z> JV haves nu 


| G — (ay ön, o + Aj 0 + > > : + an + Ga, all 
| G — (av by + a, by + Vë + am, ` Gell + (7) + 


E 


f(n, m, an = E. 
Altsaa 
lim (av Ae + @ bar + + >> + An + du) = Lan: On 
ñn — OO 9 | 
q. e. d. 


Sættes On m = öm for alle 2, faas Du Bois-Reymonds 
Sætning. 

Den ovenfor opstillede Grænseovergangssætning kan i flere 
Tilfælde anvendes med Fordel. Her skal vises, hvorledes man 
ved Hjælp af den umiddelbart kan bevise de 2 Hovedsætninger 
for Multiplikation af 2 uendelige Rækker, der henholdsvis skyl- 
des Mertens og Cesàro. 

Den Merten’ske Sætning hedder: 


Er = konvergent og er Vs. absolut 


konvergent (= Va| = 7.) samt sættes 
0 
Wa = Uo - Vu F Wy Vu—i Fr sr + Hu: Vo, 

da er Sw, konvergent og lig U. H 

Bevis: | | 

Wa = Wy + wit: + wa = Ups fa + He it + An > ho, 

idet 4 = Vo + vt. + Vr. 

Da nu 


1) Za, konvergent; 2) lim ER ap: 
0 r konst. #= 00 
3) [ahlt HA AlE Ela EN, 
faas: 
lim Wi=u-VtuV+..-ta-V+..-4+=0-.V 
q. e. d. 


Den Cesåro'ske Sætning hedder, idet der benyttes 
samme Betegnelser som ovenfor: 


1 


4 | H. PRYTZ: 


Er 2“ og Su. konvergente, da er Sic sum- 
mabel aed Verden U.V d. v. s. da er | 
EE W, +--+ W)=U.V. 
Bevis: Wa = mh + Mh-ı+ - Unto 
[We Men MH 
EE 


n 


t 
Foreman 


Da nu 


I) Zu, konvergent; By An; e ee 
r= konst. 2= 00 7 
KEES Hal 
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3) < Konst., 


da Størrelsen har Grænseværdien | V| for n = 00 Das 
lim — (W+ Wb. + W,) =e Vu Vb ty VE UV 


q. €. d Ä 

"Ved Undersøgelser af Produktrækken ordnet paa anden 
Maade end ved de 2 ovenfor omhandlede Sztninger, vil den 
her givne udvidede Konvergenssætning ligeledes kunne anven- 
des med Fordel. 


En Modifikation af Simpsons Formel. 
Af H. Prytz. 


Et Arealdifferentiale ydr mellem Abscisseaksen og en 
Parabel x? = p(y—c), hvis Akse er parallel med Ordinat- 
aksen, er lig 


E 1 de = + cdx. 


Arealet A, fra x — 4a til x + da er altsaa 
salle + Fa) te pat} cfle + $a) — (7 —3a)) 


32 
= zz (302? + ła?) + ac = aly + ZA 


EN MODIFIKATION AF SIMPSONS FORMEL. 5 


Kaldes Ordinaterne til r—a, x og x + a henholdsvis yo, y; 


og Ya saa er pp = (r— a); p(y, -J=2%; D —c)=(x-+a}, 
hvoraf 2 (yo — 27, + vo) = 2a?, altsaa 
A =a e +7, +22) 
Tilføjes et Naboareal A, og de følgende Naboarealer 
A, A,...An, der har Midteordinaterne y, e... Mo hvis ind- 
byrdes Afstande er a, bliver Summen 
A=a LACH FM HY FIs Fe In Pate) E 
Naar et Areal begrænses af Abscisseaksen, to Ordinater 
og en jævn Kurve, erstatter man i Praksis ofte denne med en 
brudt Linie, der bestaar af 


1) Korder mellem ækvidistante Ordinaters Endepunkter, eller 

2) Tangenter til ækv. Ordinaters Endepunkter, eller endelig af 

3) Parabelbuer, der spænder over to Arealdele (Simpson). 
Ovenfor er det 

4) Parabelbuer, der spænder over en Arealdel. 


Forholdet mellem Nøjagtigheden ved de fire Fremgangs- 
maader kan kun vises, naar den givne Kurve er fuldstændig 
defineret. Som Eksempel skal tages Kurven y = cos x; Are- 
alet fra x = 10° til x = 70° er 4,389111. Antages Ordinaterne : 
for hver 10° bekendte, giver 


1) en Fejl paa 0,011147, 
3) en Fejl paa — 0,000023. 


Kender man Ordinaterne for hver 10° fra x = 5° til 
x = 75°, g'ver 
2) en Fejl paa — 0,005576, 
4) en Fejl paa — 0,000012. 


Sættes denne Fejl lig z, er Fejlen henholdsvis c. — 9002, 
4502, 22, Z. 

For Kurven y = log x og Arealet fra x = 10 til x = 20 
bliver Fejlen c. 9002, — 4502, 22, Z. 
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Danske Eksamensopgaver. ' 


H 


A. Skoleembedseksamen efter Gammel Form. 
Januar 1909. 


I; 
Ligningen 
d?y = 
ie + f(z)y =0 


har et bekendt Integral y = y,. Hvad er det almindelige Inte- 
gral? Naar et andet Integral i samme Ligning skal være 
y =y™, hvilken Funktion maa da f(x) vere, og hvad er i saa 
Fald det almindelige Integral? 


IL. 
I. Bestem det geometriske Sted for Polen til Planen 
Ax + By + Cz = I med Hensyn til Fladerne 


x? ” 2? 
E D Rte er 
hvor a, 6, c er konstante, medens # er en variabel Parameter. 
Stillingen af det fundne geometriske Sted mod den givne Plan 
bør angives. | 

2. Naar Enhedspunktet i et Trekantskoordinatsystem 
_ gennemløber en vilkaarlig ret Linie i Koordinattrekantens Plan, 
søges Indhyllingskurven for Enhedslinien. 


III. 
1. En Partikel, som er bundet til at bevege sig paa 


Kædelinien 
IER (4 e 3) 


er underkastet en Kraft uy parallel med Ordinataksen, hvor 
u er en positiv eller negativ Konstant. Undersøg Bevægelsen. 

2. Find Ligevægtsstillingen af et tungt homogent Le- 
geme, der er begrænset af en Omdrejningsparaboloide og en 
Plan vinkelret paa dennes Akse, og som hviler paa en vand- 
ret Plan. I hvilke af Ligevægtsstillingerne er Ligevægten 
ustadig (labil)? 
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IV, 
Fremsæt Tchirnhaus' Metode til Bortskaffelse af Led i en 
algebraisk Ligning og anvend den til Reduktion af en Ligning 
af femte Grad. 


Losninger. 
A. I. Ved de arbitrære Konstanters Variation findes det 
almindelige Integral 


dx 
Vi 


Skal y = y," ogsaa være Integral i Ligningen, maa man 
have 
de _ 
Nn? 
hvoraf ved Differentation og paafglgende Integration 


what Kë (x + a). 


m — I 


er rer, 


Herefter faar man ved Indsættelse 


Mm 


I (4) = mit +” 


Er specielt # = 1, kan Opgaven ikke løses. 
Er m = — I, faar man ad samme Vej 
x+a 


NERE > 5S (4) =}. 


A. IL 1. Koordinaterne (x, y, z,) til Polen bestemmes ved 


ed ee ees ae > E — 
EE e po ee c? — k C. 


Elimination af # giver derpaa 


4 —a A y —0B 24,—C2C 

aA BBC 
der fremstiller en ret Linie, der er vinkelret paa den givne 
Plan. 

A. II. 2. Lad i et Koordinatsystem bestemt ved den givne 
Koordinattrekant og et fast Enhedspunkt Ligningen for den 
givne Linie L vere x, — ax, — bx, = O (en af Koefficienterne 
maa jo være forskellig fra nul). Lad x, —Ér, =0 og 


8 DANSKE EKSAMENSOPGAVER. 


Z — NX, = O vere to Linier, der skærer hinanden paa ZL. 
Den søgte Enhedslinie maa da gaa baade gennem Le, +Ex;, x,} 
og (1, + Ze 4). Denne Linies Ligning bliver derfor 
x 
& 
Men de to. Hjælpelinier skærer hinanden paa Z. Betin- 
gelsen derfor er & = an + 6. 
Naar man nu paa sædvanlig Maade søger Irdhyllingskur- 
ven for (1), der kun indeholder den ene Parameter &, faar man 


| | 
F + 7, = 0 eller nr, + Ex, + Ena, = 0. (1)- 


4,2 + a?x,? + Gx? + 2ax,%, + 262,2, — 2abx,%, = O. 


At den søgte Kurve maa være et Keglesnit, der berører 
Koordinattrekantens Side, ses ogsaa let ad ren geometrisk Vej. 

A. II. 1. Da for en Kædelinies s? + a? = y?, naar Buen 
regnes ud fra det nederste Punkt, bliver Bevægelsesligningen 


der fremstiller to velbekendte forskellige Bevægelser, eftersom 
u er positiv eller negativ. 

A. III. 2. Lad Segmentets Højde vere A. Den Lige- 
vægtsstilling, der svarer til en lodret Omdrejningsakse, er sta- 
dig, naar Tyngdepunktet G's Højde over den vandrette Plan 
er mindre end Krumningsradius i Toppunktet, d. v. s. naar 
g< 44; ellers er den ustadig. Andre Ligevægtsstillinger 
bestemmes ved at drage de fra Aksen forskellige gennem G 
gaaende Normaler til Paraboloiden. Det geometriske Sted for 
disses Fodpunkter N er en Parallelcirkel, hvis Plans Afstand 
fra G er 49. Den vil kun være reel, naar 19 < 34. Da GN 
findes at være et Minimum af Afstand fra G til Fladen, er de 
til disse Normaler svarende Ligevægtsstillinger stabile — hvor- 
til dog maa føjes, at de er labile ligeoverfor Rulninger langs 
den nævnte Parallelcirkel. 


B. Første Del af Skoleembedseksamen i Mathema- 
tik og Fysik. 


I. 
I. Find x af Ligningen 


2Vx + Va +r =b, 
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hvor a og 6 er givne reelle Tal og hvor y betegner de posi- 
tive Kvadratrødder. Der skal gøres Rede for, hvormange 
reelle Løsninger denne Opgave faar for de forskellige Værdier, 
som a og 6 kan antage. 

2. Bevis, at tre parallele rette Linier i samme Plan afskærer 
proportionale Stykker paa to vilkaarlige rette Linier i samme 
Plan. 


II. 

I. Samme Opgave som II ved Eksamen efter ældre : 
Form. 

2. Integrer Ligningen 


BR Se. 2| AA 
zla sin + (6 cos) + y cos ae 

III. Samme Opgave som III ved Eksamen efter ældre 
Form dog med Udeladelse af det sidste Spørgsmaal i 2. 


Som Opgaver i Mathematik som Bifag ved Eksamen 
efter ældre Form gaves de ovenstaaende (sidstnævnte) Opga- 
ver II og III. 


Losninger. 
B. I. 1. Sætter man }x = u, yx + a =v, bestemmes x og 


v ved | 
2u + v = b; v?—u?— a. 


u = 4 (26 + Y6? + 3a); v = 4 (— 6 F 2 Yo? + 3a) 
Realitet fordrer 6? + 3a > o. 


Da 6 efter Opgavens Betingelser maa være positiv, ser 
man af Udtrykket for v, at kun det nederste Fortegn kan 
bruges, og at dette atter kun er muligt, naar 


6? < 4624 12a; u>>Ofordrer 36? >a. 
Opgaven har altsaa én Losning, naar 
| b>0 #>a>— 1b}, 


ellers ingen. 
B. II. 2. Differentialligningen er homogen og har Inte- 
gralet 


ax + by — xsin”. - & 
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Skriftlig Opgave i praktisk Mathematik. 
For Planeten (386) Siegena har man: 
Log a = 0,46207 
Log e = 9,22103 — 10. 


Middelanomalien har for 1902 Dec. 20,000 Middeltid Ber- 
lin folgende Værdi: 
M, = 50° 45" 22",4. 
Der onskes beregnet: 


a) Middelbevægelsen (u), 

b) Middelanomalien (47), den ekscentriske Anomali (Æ), den 
sande Anomali (V) og Logaritmen for Radiusvector 
(Log 7) for 1903 Jan. 9,500 M. T. Berlin. 


Femcifret Regning! 


Losning. 
= 719",28 
"OM = 54° 51',12 
E = 63° 22',34 
v = 72° 16,14 


Log r = 0,42842 


Skriftlig Opgave i Astronami. 
For Perturbationsfunktionen har man folgende Udtryk: 


Ir \ 
R = kim - — — COS OC 
1 p e? PJ | 
Under Forudsætning af, at de to Baneekscentriciteter (+ 
og el og Inklinationen (I) er = o, kan vi sætte: 


r=a 
7, = a, 


p = pt + e — Wye —& 

I I a DA e 
TOLV. 2(2)c0s GP : 
H A ai Get a 


Der onskes Rækkeudviklingen af R udfort til 2den eller 


3die Potens af a = => 
a, 
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R= K, + K, cos ọ + K, cos 29 + À, cos im, 
Endvidere gnskes der ved Hjælp af Ligningen 


da _ 2 AR 
dt wa de 
en numerisk Beregning af Koefficienterne for de tilsvarende 


Perturbationsled i æ for Planeten Mars (pertuberet Legeme), 
naar Jupiter er det pertuberende Legeme. 


Log a — 0,18290 Log a, = 0,71624 
| m=O Log m, = 6,97990 — 10. 
Femcifret Regning! 


Losning. 


R= em d + Ja?) + a cos p + £a? cos 29 + gal cos ap, I 
; | 


a=Ay)+0,0000095 38 cos p+0,000065 14 cos p+0,00001 590 cos 39 


1. Del af polyteknisk Eksamen 1908. 
For Bygningsingenigrer, Maskiningenigrer og Elektroingenigrer. 


I. Toppunktet af en ret Vinkel gennemløber en i et 
plant, retvinklet Koordinatsystem given Cirkel, hvis Ligning er 


x? + y? = di. 


Den rette Vinkels ene Ben gaar bestandig gennem et 
givet Punkt (c, 0). Find Indhyllingskurven for den rette Vin- 
kels andet Ben. 

2. Find de orthogonale (retvinklede) Trajektorier til de 
Kurver, som i'et plant, retvinklet Koordinatsystem bestemmes 
ved Ligningen 

y? + 4x? = 2ax, 


hvor a er en variabei Parameter. 


Opløsning. 
I. Den søgte Kurve er Indhyllingskurve for en ret Linie 
L, som gaar gennem et vilkaarligt Punkt (x, y) af den givne 
Cirkel og er vinkelret paa Forbindelseslinien mellem Punkterne 
(x, y) og (c, 0). Linien Z har Ligningen 
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Y — CE 


Y— y =— (X — 2), 
eller 
(v— o) X +yY =p + 2? — cz, 
eller 
(t— AX +yY=a?—er. | (1) 
- Differentiation med Hensyn til x giver 
D y _ 
X + E E eg e 
eller 
y(X +c)= AY. (2) 


Elimination af x og y mellem (1), (2) og Cirklens Ligning 
fører til Ligningen for den søgte Indhyllingskurve, som bliver 


X? y? 


WERE, eS DEE I. 
a? a? — c? 


Denne Ligning fremstiller efter Omstændighederne enten 
en Ellipse eller en Hyperbel med det givne Punkt til det ene 
Brændpunkt. En simpel geometrisk Betragtning fører til det 
samme Resultat. | 

2. At den givne Ligning faar man 


Elimination af a giver 
dy 
2 2 — D 
J? — 24y -F — 4? = 0 


Naar man her ombyte Z med E faar man Diffe- 


dx ( dy 
A 


rentialligningen for de søgte Trajektorier, nemlig 
dy | 
2 yy?) AZ — 
(y? — 42°) Fz + 247 = 0. 
Naar denne Ligning integreres efter vel kendte Regler 
faar man de søgte Trajektorier bestemte ved Ligningen 


yt = C (y? — 22). 


IL. 
I. I et retvinklet Koordinatstystem i Rummet har man 
givet en ret Linie, hvis Ligninger ere 
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x y z 
I eege 


og en Kurve, hvis Ligninger ere 


z=%+y, 
22 + y? + xy = 47 + Sy. 


Find Ligningen for den Omdrejningsflade, som dannes 
ved at dreje Kurven om den rette Linie, og angiv Ligningerne 
for den søgte Flades Tangentplaner i de Punkter, hvis Projek- 
tioner paa #y-Planet bestemmes ved 


zi he Ai 


2. En uendelig tynd, tung, homogen Plade, der har Form 
som en ligesidet Trekant med Side 4, svinger under Indvirk- 
ning af sin Vægt i sin egen Plan, som er lodret, om en fast, 
vandret Akse, der gaar gennem en Vinkelspids i Pladen og er 
vinkelret paa Pladens Plan. Find Længden af det mathema- 
tiske Pendul, som svinger paa samme Maade som Pladen. 


=- Opløsning. 
I. Naar Ligningen for Omdrejningsfladen søges elter 
Lærebøgernes sædvanlige Regler finder man 


x? + y? + z? = 2x + 4y + 67, 


som fremstiller en Kugleflade. De Punkter, hvis Tangentpla- 
ner søges, ere (2, 4, O) og (2, 4, 6). Tangentplanernes Lig- 
ninger ere | 

x + 2y — 3: = IO, 

x + 2y + 32 = 28, 


2. Pladens Inertimoment med Hensyn til Omdrejnings- 
_ aksen er 


Den sagte Pendullængde er derefter 


5136 
12 
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Mathematik for Fabrikingenigrer. 


I. Bestem de positive Konstanter a og 5 og n saaledes, 
at Kurven 


y=a+éxtal.x 
gaar gennem Punkterne 


Es y= 0,2123 
x=1 y= 0,5465 
ZA VY = 4,3217. 


Beregn dernæst det Areal, der begrænses af X-Aksen, 
Kurven og de to Ordinater, der svarer til Abscisserne 1 og 4. 

Koordinatsystemet forudsættes retvinklet. Gottlobs Regne- 
tabeller anvendes, | 


Is Ser, M = 0,4343 |. 


2. Den krumme Overflade af en Halvkugle, hvis Radius er 
R, tænkes jævnt belagt med en tiltrækkende Masse M. En 
Partikel P med Masseu ı befinder sig udenfor Halvkuglen paa 
dennes konkave Side i en Linie, der gaar gennem den be- 
grænsende Cirkels Centrum og er vinkelret paa dennes Plan; 
Afstanden fra Partiklen til Centret er a. 

Find Massens Potential i P, og benyt det fundne Udtryk 
til at finde Massens Tiltrækning af Partiklen. 


Opløsning. 2 9 e , A 
oe TE e i la | SS DË A 7 > 
I. Man finde | vi 3 e 7 
a = 0,2123, 6 = 0,3342 LE? 4 7 BE 
og derefter a az i 
i 4° — 2; n = $. fi | 


Arealet wallet or ali ae Agen] 


1 10 


= 7,4260. 


2. Ved sædvanlig Deling i uendelig smalle Kuglezoner 


faar man Potentialet 
M į dx 
FR | ER 


altsaa, idet 7? = a? + R? + 2ax 
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R+a 
fé RR + a— YR + a). 
VR?+a? 


Tiltrækningen bliver 


Afgangsproven fra Officerskolens næstældste 
Klasse Februar 1906. 


I. Opgave. 

I. Los Ligningen 122? — 44? — 194? + 11Ir +4=0. © 

2. Find Abscisserne til Maximums-, Minimums- og Vende- 
punkterne i Kurven y = x4 — 244? + 324 + I. 

3. Beregn reelle Rødder i Ligningen 

"x5— 5x3 + 107 — 4 — 0 med I Decimal. 

4. I en sfærisk Trekant med bekendte Sider forbindes 
Sidernes Midtpunkter to og to med Storcirkelbuer. Angiv, 
hvorledes man beregner Sider og Vinkler i de derved op- 
staaede fire mindre, sfæriske Trekanter. 


Resultater. 
1)x=4, +4, — I. — 2) x = A Sain 109 (Max.), 4 cos 40° 
og — 4 cos 20° (Min.), + 2(Vendepkt.) — 3) x = 0,4. 


2. Opgave. 
I et retv. Koordinatsystem findes Fladerne 
I. 222 — 8y + (7 — a)z +9 —=0o. 
II. 452? + y? + az? — zarz + 184 — 2 — 0. 
For a = o spørges der om 
1. Begyndelsespunktets Afstand fra Planet I. 
2. Ligningerne for den Linie, som staar vinkelret paa 
Plan I og gaar gennem dettes Skæringspunkt med y-Aksen. 
3. Hvilken Slags Flade Ligningen II fremstiller. 
Idet a varierer, sporges der om 
4. For hvilken Værdi af a Fladen II vil skære xz-Pl. 
efter en ligesidet Hyperbel. 


16 LITTERATURANMELDELSER. 


5. Det geom. Sted for Skæringskurven mellem I og Il; 
den saaledes fundne Flades Centrum og Halvakser bestemmes. 

6. For hvilken Værdi af a Fladen II bliver en Paraboloide, 
og hvorledes denne er beliggende i Koordinatsystemet. 


Resultater. 
3 x y—g z 
KR . — 2. D ne On ce ee GE 
NA GE SC E 4. A=— 45. 


5. x? + y? + 72? — 8yz + 8x3 + 16xy + 92 — 2 =0. Centrum 


(- = + =: — A! Halvakser alle Vis ; ellipt. Hyperboloide. 
9 g 18 6 


— 6. a= 45. Drejes Systemet 45° om Y-Aksen, og flyttes 
4912 
360 
gor? + y? + ozV2 = 0; 


derpaa Begpkt. til (= Ve O, ). bliver Ligningen: 


Litteraturanmeldelser. 


—  — 


A. Schoenflies: Die Entwicklung der Lehre von den 
Punktmannigfaltigkeiten. Bericht erstattet der deutschen Mathe- 
matiker- Vereinigung. Zweiter Teil. Leipzig. B. G. Teubner. 
1908. 

Forste Del af denne Beretning udkom for 7 Aar siden. 
Forf. har villet vente med Udgivelsen af 2den Del, der væ- 
sentlig skulde handle om geometriske Anvendelser, indtil der 
i det mindste for de plangeometriske Undersggelsers Vedkom- 
mende forelaa noget afsluttet, og da der ikke i den Retning 
var mange Forarbejder, har Forf. selv maattet gore det væ- 
sentlige; der findes derfor mange originale Bidrag fra Forf. i 
dette Bind. 

I de 3 første Kapitler gives nogle Tilføjelser til Beretningens 
iste Del, omhandlende mere abstrakte Problemer; saaledes 
finder man i ıste Kapitel udferlig Beretning og Kritik an- 
gaaende de fremkomne Forsøg paa Bevis for Velordningssæt- 
ningen; om Hardy’s formentlige Konstruktion af en Mængde 
af højere Mæstighed, en Konstruktion, som Forf. synes at 
slutte sig til. I 2det Kap. berettes om Hausdorff’s Under- 
sogelser over ordnede Mængder og om Veroneses Kontinuum, 
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medens 3die Kap. giver de nyere Fremskridt i Punktmæng- 
dernes almindelige Teori. Her legger man særlig Mærke til 
de nye Beviser for Sætningen om enhver afsluttet Punkt- 
mængdes Spaltning i en perfekt og en aftællelig Mængde, en 
Sætning som det nu er lykkedes at bevise uden Brug af 
transfinite Tal; endvidere behandles Frechet's mængdeteoretiske 
Undersggelser af Rum med uendelig mange Dimensioner og 
[.ebesgue’s Undersøgelser over Punktmængders Indhold. 

Med 4de Kap. begynder de egentlige geometriske Under- 
sagelser. De geometriske Grundbegreber hviler paa de sæd- 
vanlige grafiske Forudsætninger om Planen, idet der dog kun 
tages Hensyn til endelige Omraader. Som væsentligt Hjælpe- 
middel benyttes en approximerende Polygonfigur med Sider i 
2 paa hinanden vinkelrette Retninger. Her gives en udferlig 
Fremstilling af Forf.’s egne Arbejder angaaende lukkede Kurver, 
der defineres som en afsluttet Punktmængde, der deler Planen 
i 2 Omraader, saaledes at ethvert af dens Punkter er Grænse- 
punkt for begge Omraader. I ste Kapitel lægges dernæst 
særlig Vægt paa Undersøgelsen af en simpel lukket Kurve, 
d. v. s. en lukket Kurve, hvor de enkelte Punkter af Begræns- 
ningen er tilgængelige fra begge Omraader; de Veje, der her 
kommer i Betragtning, er Polygonveje, der dog kan indeholde 
uendelig mange Sider med ét enkelt Grænsepunkt; det efter- 
vises, at enhver simpel lukket Kurve kan afbildes én—éntydig 
og kontinuert paa en Cirkelperiferi, altsaa at den er en fordan- 
Kurve. ste Kapitel giver i øvrigt en fuldstændig Undersøgelse 
af de geometriske Invarianter, dels for Gruppen I af alle én- 
tydige kontinuerte Transformationer (Grænsepunkt, afsluttet 
Punktmængde o. s. v.), dels for den mere specielle Gruppe & 
af én—éntydige kontinuerte Transformationer (Dimensiontal, 
simpel lukket Kurve). 

I 6te Kapitel undersøges den kontinuerte Kurve videre, 
dels som Punktmængde, dels sorn Banekurve (med Parameter- 
fremstilling), og de forskellige metriske Egenskaber behandles 
(Indhold, Buelængde, Peano Kurver, Osgoods Kurver o. s. v.). 

Til sidst behandles Kurvemængder og Funktionalrummet, 
og i nogle Tilføjelser til Beretningens ıste Del fremsættes 
endelig bl. a. Lebesgue’s fundamentale Undersøgelser over . 


Integralregningens Principper. 
(J. Hjelmslev.) 


Nyt Tidsskrift for Mat. B. XX. 2 
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Excercises et Leçons D’Analyse par R. d’Adhe- 
mar. (VIII + 208 Sider.) 

Denne lille velskrevne Bog indeholder for det forste en 
Samling af Opgaver, givne ved de senere Aars franske Uni- 
versitetseksaminer i Analysen; disse er som bekendt ganske 
udmærkede. Hertil har Forfatteren for det förste paa en Snes 
Sider givet en saa at sige tabellarisk Oversigt over Formlerne 
i Analysen incl. Anvendelser paa Geometrien; denne Oversigt 
er vidtgaaende og velordnet. Til de løste, for det meste ret 
svære Opgaver, der findes i Kap. I: Kvadraturer, i Kap. Il: 
Læren om Residuer, Bernouilli’s Tal, Rækkeudviklinger, spredte 
Opgaver og i Kap. III: de klassiske Transcendenter, er i 
Kap. VI knyttet en Mængde uløste Opgaver, hvoraf en Del 
er nogenlunde lette. Men hertil har Forf. i Kap. IV og V, 
der fylder henimod Halvdelen af Bogen, dels i Form af helt 
eller halvt løste Opgaver, dels i Form af Apercuer føjet en 
Oversigt over de Theorier, der i den sidste Tid har udviklet 
sig om partielle Differentialligninger. Hertil hører frem for alt 
Lzren om Integralligninger. Om hele dette Gebet giver Forf 
i en livligt skreven Fremstilling gode Oplysninger, der er af 
Verdi ved et Studium af disse moderne Undersggelser. 

(C. J.) 


* Kä 
* 


Tratado de las curvas especiales notables par 
F. Gomes Teixeira. Memoria premiada por la Real Aca- 
demia di Ciencias exactas de Madrid (Imprensa de Gaceto 
de Madrid 1905.) | 

Dette omfattende og righoldige Arbejde er ligesom Loria's: 
» Spezielle algebraische und transcendente Curven«*) fremkaldt 
ved en Prisopgave i 1892 (og 1895), udsat af Vidensk. Sel- 
skab i Madrid. Det er et stateligt smukt udstyret Værk paa 
c. 600 Sider i meget stort Oktav og med henimod 200 Fig. 
Der behandles i Kap. 1—3, specielle Kurver af 3die Orden, i 
Kap. 4—5 Kurver af fjerde Orden, i Kap. 6 Kurver af 6te 
og 8de Orden. Dernæst tages i Kap. 7 og 8 specielle trans- 
cendente Kurver, særlig Spiraler; i Kap. 9 Parabler og Hy- 
perbler, i Kap. 10 Hjullinier, i Kap. 11 nogle særlige Kurver, 
f. Eks. Ribacour's Kurver, hvor Krumningsradius er propor- 


+) Omtalt her i Tidsskriftet 1903, S. 24. 
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tional med Normalen, Folgekurver og andre. De to sidste 
Kap. handler om Rumkurver. 

Stoffet i Loria's og Teixeira’s Boger maa, hvad plane 
Kurver angaar, vel i alt væsentlig falde sammen; men Behand- 
lingsmaaden er helt forskellig. Medens Loria lagde Hoved- 
vægten paa det historiske og bibliografiske sammen med Verifika- 
tioner af de fundne Sætninger, er det mere Teixeira’s Hensigt 
at give en sammenhængende Fremstilling. Methoden er saa 
at sige overalt analytisk geometrisk, ofte meget elegant og 
med særlig Interesse for en Bestemmelse af simple Udtryk for 
Buelængder og Arealer. At en elementær-geometrisk Behand- 
ling — der ofte er meget nærliggende — næsten helt er ladt 
ude af Betragtning, forekommer mig dog ligesom ved Lorias’ 
Bog at være en Mangel. 

Mere Nyhedens Interesse har det Stof, der er samlet om 
Rumkurver. De behandlede Kurver er: Pappus’ Spiraler og 
nærliggende Udvidelser, sfæriske Hjullinier (meget kort), sfæ- ` 
riske Keglesnit (ligeledes meget kort), cycliske Kurver (d. v.s. 
Skeringer mellem Kugle og Keglesnitsflade), Helix paa Cy- 
linder og paa Kegle, Logaritmiske Ellipser, Parabler og Hy- 
perbler (d. v. s. Skæringslinier mellem en Paraboloide og en 
koaksial Keglesnitscylinder), Archytas Kurve (bestemt til Lgs- 
ning af det deliske Problem), Kurver af 3die Orden i Rummet, 
Bertrand’s Kurver (der sammen med andre har et fælles Sy- 
stem af Hovednormaler), Pointsots Polhodi og Herpolhodi. 
Det, der siges om Kurverne udover deres analytiske Ligninger 
i Forbindelse med Rektifikationer og Kvadraturer er ikke 
ret meget. Nu findes der ganske vist adskilligt mere, end der 
af Forf. er medtaget — for ikke at tabe sig i Enkeltheder 
kan det her være nok at henvise til P. Staeckels Artikel om 
transcendende Rumkurver i Encyclopæien — men alligevel er 
det paafaldende, hvor lidt man véd om dette ikke uinteres- 
sante Gebet af Geometrien. Det er derfor godt, at der er 
gjort en Begyndelse, og man vil ikke herefter kunne give sig 
af med denne Del af Mathematiken, uden at tage Hensyn til 
det, der paa en klar og anskuelig Maade er samlet i det her 


omtalte Værk. 
(C. J.) 


ak 
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H. Minkowsky: Diophantische Approximationen 
(geb. M. 8, Teubner 1907). 

Denne originale Bogs Hensigt er at give en Indledning i 
Taltheorien, men den indeholder adskilligt derudover, ogsaa 
meget af Interesse for Geometrien. Titlen hidrører vel fra, at 
det simpleste Eksempel paa den Art af Approximationer, 
Bogen indeholder, er det nu engang nnder Diophants’ Navn 
bekendte: ax — dy, hvor a og 6 er hele’ indbyrdes primiske 
Tal, kan altid ved at vælge x og y som hele Tal, gjøres lig 1. 
Typen for de dernæst opstillede Sætninger vil forstaas ved at 
angive den folgende: Tre reelle lineære Former En € af 3 
Variable, hvis Determinant er forskellig fra o kan alle ved 
passende Valg af heltallige Verdier for de Variable faa Moduler, 
der er mindre end eller lig 1. 

Et Hovedhjzlpemiddel ved alle Betragtningerne er Ind- 
forelse af Talgittre; et saadant er intet andet end Indbegrebet 
af alle Par af hele Tal, men den geometriske Form tillader 
simple og overskuelige Udtalelser af ellers tunge Sætninger, 
som f. Eks. »Ethvert konvekst Omraade med et Gitterpunkt 
til Symetricentrum vil, naar dets Areal er mindst 4, indeholde 
endnu andre Gitterpunkter. I det Hele taget spiller konvekse 
Omraader en stor Rolle, og der opstilles flere mærkelige Sæt- 
ninger om saadanne, f. Eks.: en sammenhzngende konveks 
Figur, der er sammensat af et endeligt Antal konvekse Figurer, 
der hver har et Centrum, maa selv have et Centrum. Ogsaa 
Bestemmelsen af den tztteste Leiring af kongruente Figurer 
— gennemført for Kuglens Vedkommende — har geometrisk 
Interesse. Hovedsagen for Forf. er dog de Anvendelser, han ` 
har formaaet at gjøre af dette paa taltheoretiske Spørgsmaal 
forst paa Læren om hele algebraiske Tal, hvor Benyttelsen af 
Talgittre er indiceret. Dernæst omhandles Lzren om Idealer, 
hvor det hele stiler mod Beviset for den entydige Oplysning 
i Primidealer. Indholdet er kort angivet: Anvendelse af et 
elementzrt Princip (nemlig, at der ved Fordeling af # + 1 Gen- 
stand i Rum nødvendigvis maa findes ét Rum med 2 Gen- 
stande); Talgittre med 2 og 3 Dimensioner; Algebraiske Tals 
Theori; Idealtheorien; Approximationer af komplekse Tal ved 
Tal dannet af 3die og 4de Grads Rødder. 

Den for ganske nylig afdøde meget betydelige Mathema- 
tiker har onsket at give en overskuelig og — som han selv 


t 
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siger — morende Indledning i den højere Taltheori; der er 
ingen Tvivl om, at det er lykkedes ham. 
(C. J.) 
Zë i sk 
* 


Emanuel Czuber: Vorlesungen über Differential und 
Integralrechung. Bd. I & Il. Zweite sorgfältig durchgesehene 
Auflage. Teubner 1906. 

Denne 2den Udgave af en velkendt Lærebog er i forste 
Linie bestemt for polytekniske Studerende, men kan ogsaa 
med Nytte bruges af Mathematikere ved et forste Studium, 
som en moderniseret Udgave af Sturm’s Cours d’Analyse. 
Fremstillingen er udferlig, letforstaaelig og omhyggelig, og 
dette i Forbindelse med en stor Mængde Opgaver, der dels 
er loste dels ulgste, men forsynede med Resultater, gor den 
særdeles velskikket til Selvstudium. Foruden det for alle 
Bøger af den Art fælles Pensum er her medtaget adskilligt 
mere, hvoraf kan fremhzves Frenet’s Formler for Rumkurver, 
Eksempel paa Fourier'ske Rækker, Mekanisk Kvadratur (ele- 
mentært men godt), Potentialtheori og nogle velvalgte Eks- 
empler paa partielle Differentialligninger af anden Orden. 

(C. J.) 


Loste Opgaver. 


508. Find det geometriske Sted for Skærings- 
punkterne mellem to paa hinanden vinkelrette Tan- 


genter til en Kardioide? 
| (C. Juel.)*) 


Løsning. Det vil i de folgende geometriske Ræsonne- 
menter ikke forøge Vanskelighederne at betragte alle cykliske 
Kurver med det beskrivende Punkt paa den rullende Cirkel, 
til hvilke Kardioiden horer, og at lade Tangenternes Vinkel 
have en vilkaarlig Storrelse. 

Lad den faste og den rullende Cirkels Radier være be- 
tegnede ved À og r=mR. Det beskrivende Punkts Bevægelse 


+) En analytisk-geom. Løsning af samme Opgave af Hr. General V. H, O. Mad- 
sen findes Aarg. 1908, S. 41. 
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kan som bekendt opløses i en Drejning v om den faste Cir- 
kels Centrum O og en Drejning + — om den rullende Cirkels 


Centrum, hvor + svarer til Centrernes Beliggenhed paa mod- 
satte eller samme Side af Bergringspunktet. Tangenten til den 
frembragte cykliske Kurve &, der stadigt gaar gennem den 
rullende Cirkels Bergringspunkt med Cirklen c med Centrum 


i O og Radius = À + 27, drejer sig samtidigt Vinklen v + — 


Skal Tangenten dreie sig en given Vinkel a + px (p hel, 
o<a< nx) maa Radius Æ til Cirklernes Berøringspunkt dreie 


sig en Vinkel a bestemt ved v, ( I + SCH =a + pn. Er AB 


en Bue paa c med Gradantallet v,, vil Tangenterne til & i de 
til A og B svarende Punkter danne Vinklen a og gaa gennem 
henholdsvis À og B; deres Skæringspunkt kaldes S. Trekant 
ASB's omskrevne Cirkel vil være uforanderlig, da Vinklen 
(AS, BS) altid er = a, og AB er konstant; dens Centrum be- 
tegnes ved M. Medens AB og Cirklen dreie sig Vinklen v 


om O, dreier AS sig Vinklen v + — og Radien MS dreier 


sig Vinklen v + — Da Dreiningerne af OM og MS ere pro- 


portionale, beskriver S en cyklisk Kurve. Er 22 rational, kan 
v, for en given Verdi af a kun faa et endeligt Antal Verdier, 
der ikke differere ved Multipla af 27, og A faar til geometrisk 
Sted et endeligt Antal cykliske Kurver; ellers bliver Antallet 
uendeligt. | 

Ved Kardioiden er m = I, og øverste Fortegn maa bruges. 
2 


Da bliver for a = — y, = 3 + pom hvor det er tilstrække- 


ligt at sætte 9 — 0 og I. For p=oer AB=3R, OM = 
313 R, og MS dreier sig Vinklen v i Forhold ti OM, naar 
OM dreier sig Vinklen v. S beskriver en Epicykloide, hvor 
den faste og den rullende Cirkel begge have Radien Za 


altsaa en Conchoide; det beskrivende Punkt S’s Afstand fra 
_ den rullende Cirkels Centrum er 3%. For p=1 er y = 4%, 
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M ligger stadigt i O, og det geometriske Sted for S bliver 
Cirklen c. 


Da i det almindelige Tilfælde < OMS forøges med + =, 


naar OM dreier sig Vinklen v, og altsaa er foranderlig, kan 
S kun til geometrisk Sted faa en Cirkel om O, naar enten v, 
bliver et Multiplum af 27, -eller naar M falder i O; i begge 
Tilfælde er det geometriske Sted c. I sidste Tilfælde er Vinklen 
(AS, BS) Periferivinkel i ¢ til Buen AB, saa at 


Vi, = atm = 2a (mod 2n), 
Dr 
2m 


hvoraf man for en given Værdi af # kan bestemme a. 
(C. Crone.) 


(Den almindeliggjorte Opgave, som Hr. Dr. Crone loser ovenstaaende, er 
tidligere behandlet af Chasles. Grunden til, at jeg fandt nogen særlig Interesse 
ved Cardoiden var den, at her en Del af det geometriske Sted viser sig at 
vere en Cirkel. Det nye i ovenstaaende er Betingelsen for, at dette Tilfælde 
kan indtræffe ved en almindelig Cirkelhjullinie. For paa hinanden vinkelrette 
Tangenter har jeg bemærket dette tidligere her i Tidsskriftet ved Losning af 

en ældre Opgave af Hr. Dr. Elling Holst.) (C. J) 


Opgaver til Losning. 


99.*) Hvilken Kurve bestemmes ved 


6-3 


` hvor x er et sædvanligt Beliggenhedstal i Planen? 
(T. N. Thiele.) 


100. Der er givet to Punktpar (45) og (CD) i en Plan. 
Konstruer gennem hvert Punktpar en Cirkel, saaledes at de 
to Cirkler skærer hinanden i et Punktpar (EF), der er harmo- 
nisk forbunden baade med (45) og med (CD). Hvor naar 


bliver Punktparret (GF) reelt? | 
(H. Valentiner.) 


+) Den sidste Opgave fra 1906 Side 47 var unummereret. 
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101. Hvad er Betingelsen for, at 


fa S sin x + Csin (v— zx) 


= tg = M + Scos x + Cosy a 


bliver 0, naar man om de reelle Konstanter véd: M > S> C> 0 
og M>S4+ C? (C. Crone.) 


Boger tilsendte Redaktionen. 


Dr. David Hilbert: Grundlagen der Geometrie. Dritte von 
neueu vermehrte Auflage. (B. G. Teubner 1909, Pris ib. 6.) 

Den nye Udgave indeholder foruden de tidligere 5 Anhang to nye: 
Uber den Zahlbegriff (fra deutsche Math. Verreing, 1900), og: Uber die 
Grundlagen der Logik und der Arithmetik. (Foredrag fra Mathematiker- 
kongressen i Heldelberg.) 

The algebra of invariants by J. H. Grace and A. Joung. (Cam- 
brige, at the university press 1903.) 


The théory of Determinants by Robert Forsyth Scott. 
Second edition revised by G. B. Mathews, (Cambridge, at the university 


press 1904.) 


N ote. 


I mit Bidrag til »Festskrift for Zeuthen« har jeg for- 
muleret Poncelet’s Sætning om ind- og omskrevne Polygoner 
som Lukningssætning, uden at fremhæve en herved ngdvendig 
Betingelse, hvad Prof. Zeuthen straks har gjort mig opmærk- 
som paa. Hvad Rettelsen skal gaa ud paa, folger umiddel- 
bart af det Infinitesimalbevis for Poncelets Sætning, som jeg 
tidligere har fremsat her i Tidsskriftet 1890, Side 13 (selv om 
Sætningen heller ikke der er rigtig formuleret). Sætningen ` 
skal lyde saaledes: Naar a, B,... Ba er Keglesnit i et Bundt, 
og naar der findes én i a indskreven z-kant, hvis Sider berører 
D... Ba i Punkter, der deler Siderne i Forhold, hvis Produkt 
er positivt eller negativt eftersom x er lige eller ulige, saa vil 
der findes en kontinuent Række af saadanne z-kanter. Pro- 
duktets numeriske Værdi er forøvrigt, som vist det omtalte Sted, 
altid lig 1. Det er om denne Sætning, jeg har bemærket, at 
det ikke lader til, at den direkte kan bevises ved den af 
Hurwits fremsatte antalteoretiske Metode. Derimod kan et saa- 
dant fores efter Udforelse af en Transformation, der ikke er 
én—éntydig; som en saadan kan benyttes den, jeg i Fest- 
skriftet har anvendt til et rent projektiv-geometrisk Bevis for 
Sztningen. C. Fuel. 


Note om en opstigende Kædebrok. 
Af N. E. Norlund, 


Medens man — navnlig i de sidste Aartier — ofte og med 
Held har fordybet sig i Studiet af de sædvanlige Kædebrgker, 
har man til Gengæld grundig forsomt de saakaldte opstigende 
Kædebroker, og det skont Kendskabet til disse gaar i det 
mindste saa langt tilbage som til Leonardo da Vinci (1228). 

Lad @,@,...4,4... vere en Række vilkaarlige Storrel- 
ser; eliminerer man da mellem Ligningerne: | 


Vin) = bo + z, Ata by F % 
ag a, a 
1 
EEN e 
Aa —1 An 
Xi fas.. . Zu saa finder man den opstigende Kædebrok : 
f D 
Ta 
(1) bs + 
b +a 
Hei | 
dy 


le nr ås jen en 


du Q&A, Alila Fo ay... dn 
Betegner man V{#) som den (n + I)te Konvergent og sætter: 


V(x) = än BEE 
| Aag... An 


saa ser man, at U(x) tilfredsstiller Differensligningen 


Un) — av Un — 1) = by. 


Nyt Tidsskrift f. Mat. B. XX. 3 
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Ligesom den sædvanlige Kxzdebrok er nøje knyttet til den 
lineære homogene Differensligning af 2den Orden, som Kon- 
vergentnævnerne og -tællerne tilfredsstille, saa er den opsti- 
gende paa samme Maade knyttet til en lineær ikke homo- 
gen Ligning af ıste Orden. Fortsætter man (1) i det uende- 
lige, saa kan Konvergensen let undersøges ved Betragtning af 
Differensligningen ganske lige som ved de sædvanlige Kæde- 
broker. Da jeg har behandlet dette udførligt andet Steds*), 
vil det være overflødigt her at komme nærmere ind derpaa. 
Jeg skal blot fremsætte nogle Bemærkninger angaaende den 
simpleste af alle opstigende Kædebroker, nemlig den, som man 
kunde kalde den periodiske, og som ogsaa her fremstiller 
Kvadratrodsfunktionen blot med endnu stærkere Konvergens 
end ved de sædvanlige Kædebrgker. 

Setter man 

ER A =% ai zz Za 


saa danner man let folgende Ligningsystem 


12) | 22 — ax + by =O 


hvor | 
On = Ai og An +1 = ae 202. 


Man finder heraf: 
D + 42° + 1 
an 


+ 


MAUR: 
ees 


ea tH Du FA 


Ge ay 
ben Alan äi Anel 


+) Comptes Rendus de l’Acad. des Sciences de Paris 5 Octobre 1908 og ud- 
forligere i Fractions continues et differénces réciproques. Acta Mathe- 
matica 1909. 
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Udtrykt ved Rødderne a og B i (2) er: 
a, = A? +B" ba = a2”. Be. 


Man ser straks, at Rækken er konvergent, hvis |a|>|ß!, 
thi Forholdet mellem to paa hinanden folgende Led er: 


fr. 


Men for en fuldstendigere Konvergensundersøgelses Skyld 
kan det være interessant at betragte Konvergenterne og Rest- 
leddet lidt nøjere. Indsætter man i dette sidste for x een 
af Rodderne, f. Eks. a, saa er Ligningen blot en Identitet, 
der let lober tilbage til Ligningen a = a; Rækken kan altsaa 
faa begge sine tilsigtede Værdier. 

Den n-te Konvergent til (3) er: 


i=n—1 i=n— iI 


b; i a; a; 

ee EE EN ER u ` 

ER (E? a 12 Aga di Aga a; 
Qo 1 . o o a; a 0 1 eee i—1 0 1 . 0 1 


i=o 7=0 


hvoraf 


(4) Vin — 1) = 3 ag — — 


2094, s e o An —1 


setter man 2 = B:a og bemærker man, at 


=2"—ı 
(1 +2)(1 + 22) (1 + 27). bare > 4-5 
faas Ges 
(5); e 


2 2 ı1—fp" 


hvis altsaa |p|<< 1, konvergerer Kædebrgken mod D det vil 
sige mod den numerisk mindste Rod. Er derimod |ß| = |a| 
uden at B = a, saa divergerer Kedebroken. Er endelig B = a, 
saa finder man for V(x) 

Eh 
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Kædebrøken er altsaa ogsaa i dette Tilfælde konvergent. 
Udtrykket for Konvergenterne kan bringes paa en noget 


N 
te 


elegantere Form ved i (5) at sætte. 
B = re a= rei, altsaa p = ei, 


hvorved man finder 


je qu 1 el iv p—(2"—1)iv sin (2"— I 
Via— =p 2 — r =F. ee 


1—p “a I giv Sin 2"v 


Man ser alan at Ligningen (3) udtrykker, at. | 


sin (2° — 1)v 


sjöng > COS + zsin v, 
n = on 


forudsat, at v ikke er noget reelt Tal. 

Det er interessant at sammenligne dette Udtryk for Kon- 
vergenterne med det tilsvarende for den sædvanlige periodiske 
Kædebrøk. 


Sætter man her x = cosv, finder man, at den n-te Kon- 
vergent er”): 


sin (2 + 1)v 
| ” sin nV 
Den ovenstaaende Kædebrøk har særligt vundet Ry ved 
den Raskhed, hvormed den konvergerer, men den overtreffes 


heri af den opstigende Kædebrgk. 
Som Eksempel herpaa kunne vi betragte Ligningen 


x? — 12# + 1 = 0. 


Man finder for dennes mindste Rod 


*) Se min ovenfor citerede Afhandling: Fractions etc. § 6. 
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6 — aS d 
| - 4 nn atya t + 
hvoraf 


V35 = D 916 079 783 699 616 0 


Rækken. ege ältsaa saa stærkt, at de 3 forste Led 
alene giver 16 rigtige. Decimaler. Medtager man endnu de 2 
næste Led, faar man 67 rigtige Decimaler. ` u 

Det fremgaar heraf, at Anvendelsen af denne Methode til 
Kvadratrodsuddragning — -navnligt naar det drejer sig om at 
faa et stort Antal Decimaler — sikkert er at foretrække frem- 
for den i Læreboggerne sædvanligt angivne Algorithme. | 


Nogle Konstruktioner vedrorende Kurver af 2den 
og 3die Orden. 


= Af I. Iversen. 


Har man givet 9 vilkaarlige Punkter ABCDEFGHI af eń 
lan Kurve af 3die Orden, kan man finde saa mange Punkter 
af Kurven, som man onsker, paa folgende Maade: | i 

Man lægger to Keglesnit S og 7 gennem À og B, det 
forste tillige gaaende gennem CDE, det andet gennem FGH. 
Korden Z gennem deres to andre Skæringspunkter a og b 
konstrueres, hvilket kan ske ved: Linealen alene. ‘Derpaa læg- 
ger man to nye Keglesnit A og 7,, det første gennem CDE 
og /, det andet gennem FGH og I, idet de fuldstændig be 
stemmes ved, at de skal have Z til Fælleskorde. Konstruk- 
tionen kan let ske, idet man bestemmer det Punktpar cd, 
som er fælles for de Involutioner, hvori Keglesnitsbundtet 
gennem CDE/ og det gennem FGHI skærer L. Nu dannér 
S og 7, en sammensat Kurve af fjerde Orden, S, og T'en 
anden saadan, og, da disse Kurver har fire af deres Skærings- | 
punkter abcd liggende paa Z, maa deres 12 andre ‘Skeerings- 
punkter ligge paa en Kurve af tredie Orden; til disse 12 hø- 
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rer foruden de 9 givne Punkter Skæringspunktet P mellem S 
og S,, Skæringspunktet Q mellem S, og 7, og Skæringspunk- 
tet À mellem 7 og 7,. PQR er saaledes 3 nye Punkter af 
Kurven af tredie Orden. Da nu ab og cd er fælles Punktpar 
1 de Involutioner, hvori Keglesnitsbundterne gennem CDEP 
og FGHR skærer L, bliver disse Involutioner identiske, og 
ethvert andet Punktpar ef i Involutionen bestemmer et nyt 
Keglesnit i hvert af de to Bundter. Kaldes to saadanne sam- 
menhgrende Keglesnit A, og 7„, maa deres to andre Skærings- 
punkter ligge paa Kurven af tredie Orden; dette ser man 
ligesom ovenfor ved at betragte de to sammensatte Kurver 
ST, og ST af fjerde Orden, af hvis Skæringspunkter 4 ligger 
paa Z, medens Resten, hvorimellem de to nævnte er, ligger 
paa en Kurve af 3die Orden, der maa vere den samme som 
den tidligere, da den har 10 Punkter fælles med den. 

Ud fra denne Konstruktion kan man finde en Konstruktion 
af Restpunktet til 8 givne Punkter ABCDEFGA af en plan 
Kurve af tredie Orden. Begynder man Losningen af denne 
Opgave med ligesom i det foregaaende at finde Linien Z, 
gælder det gjensynlig om i Stedet for / at finde et saadant 
Punkt X, at Opgavens Losning bliver ubestemt; men deraf 
folger, at ogsaa den Opgave, hvormed den foregaaende Løs- 
ning fortsættes, maa have uendelig mange Løsninger, det 
' vil sige, at der til ethvert Keglesnit gennem CDE og A 
maa svare et andet gennem FGH og X, som har Z til Skæ- 
ringskorde med det første. Opgaven at finde X, der bliver 
det sagte Restpunkt, kan loses saaledes: 

Til Keglesnittene gennem CDE og X hører ogsaa Linie- 
parret CD og EX, der skærer Z i det kendte Punkt M og 
det ukendte Punkt Y. I Folge Forudsætningen maa der der- 
til svare et Keglesnit gennem FGHMXY. Nu kan dette 
Keglesnit vel ikke straks tegnes, da kun fire af dets Punkter 
kendes; men en nærmere Betragtning af Keglesnitsbundtet 
gennem disse fire Punkter FGHM giver os et geometrisk Sted 
for X. De enkelte Keglesnit i Bundtet skærer nemlig Z i en 
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Række Punkter Y,, Y,, Y} ..., hvorimellem Y er, og Lini- 
erne ZEN, ER, EY, ... skærer de tilsvarende Keglesnit i en 
Række Punkter A, Ay, X; ... hvorimellem A er. Altsaa 
er det geometriske Sted for X Kurven gennem de Punkter, 
hvori Linierne EN, ER, EY, ... skærer Keglesnittene i 
Bundtet. At denne Kurve er et Keglesnit, ses saaledes: Keg- 
lesnittet FGHMX, Y, og Linien ZX,Y, danner tilsammen en 
Kurve af tredie Orden; Keglesnittet FGHMX,Y, og Linien 
EX, Y, danner tilsammen en anden saadan Kurve; da nu tre 
af disse Kurvers Skæringspunkter, nemlig MY, Y,, ligger paa 
en ret Linie, maa de andre 6 Punkter liggé paa et Keglesnit. 
Af dette kender man Punkterne FGHE, og det vil altsaa 
være bestemt ved endnu et Punkt; et saadant kan f. Eks. 
faas ved, at man af Keglesnittene gennem FGAM udtager 
Linieparret HM og FG; skærer den sidste Linie L i Nog NE 
HM i O, vil Keglesnittet gennem FGHEO være et geome- 
trisk Sted for X. Ombytter man CDE med FGH og samti- 
dig M med N, finder man, at A ogsaa maa ligge paa Kegle- 
snittet CDEHO. X er altsaa det.fjerde Skæringspunkt mel- 
lem de to Keglesnit og kan ligesom Z bestemmes ved Line- 
alen alene. 
Konstruktionen af Restpunktet kræver altsaa: 


| 1) Konstruktionen af £; denne kan man udfgre ved tre 
Gange at anvende Pascals Sætning om en i et Keglesnit 
indskreven Sekstant til at tegne det andet Skæringspunkt 
mellem Keglesnittet og en ret Linie gennem et givet 
Punkt af Keglesnittet. | 
2) Konstruktionen af det fjerde Skæringspunkt mellem Keg- 
lesnittene gennem FGHEO og CDEHO; denne kræver 
ligeledes tre Gange Anvendelse af den samme Konstruk- 
tion. 


Til det foregaaende slutter sig naturligt Losningen af fol- 
gende Opgave: At finde en ret Linie i Planen, som to 
givne Keglesnitsbundter, det ene gennem ABCD, 


32 2 Ä o L IVERSEN: . 


det andet gennem EFGH, skærer i den samme Invo- 
lution. Tænker man sig, at der findes en saadan ret Linie 
L, vil to Keglesnit, et af hvert Bundt, der skærer Z i det 
samme Punktpar, desuden skære hinanden i to andre Punkter 
P og Q, der ligger paa en Kurve af 3die Orden gennem 
ABCDEFGH, og denne Kurve er den samme for alle de 
Keglesnitspar, som udtages; dette er vist i det foregaaende. 
Linien PQ og de tilsvarende Linier ved de andre Keglesnits- 
par gaar som bekendt gennem det samme tredie Punkt af 
Kurven. Alle Kurver af 3die Orden gennem ABCDEFGH 
gaar imidlertid gennem Restpunktet X til de otte Punkter. 
Lægges nu et Keglesnit gennem ABCDX og et gennem 
EFGHX, vil disse to skære hinauden i tre andre. Punkter 
YZV; YZ, ZV og VY er da de søgte Linier. Dette kan 
f. Eks. for YZ vises saaledes: Punkterne ABCDEFGH be- 
stemmer tillige med V en Kurve af tredie Orden, der ogsaa 
maa gaa gennem X; Keglesnittene gennem ABCDXV og 
gennem ÆFGHXV skærer nu Kurven af 3die Orden i de 
samme to Punkter XY og V; hvis XV’s tredie Skæringspunkt 
med Kurven er ZX, vil enhver anden ret Linie gennem À 
skære Kurven i to andre Punkter X, og V,, saaledes at 
ABCDX, V, ligger paa samme Keglesnit og ligesaa ZFGAX, H: 
men hvert saadant Keglesnitpar har desuden YZ til sin anden 
Skeringskorde (thi Keglesnittene gennem ABCDXV og 
EFGHX,V, danner en Kurve af fjerde Orden, og Keglesnit- 
tene gennem ABCDX,V, og EFGHXYV en anden Kurve af 
fjerde Orden, og da de tolv Skæringspunkter mellem disse 
Kurver ligger paa en Kurve af 3die Orden, maa de andre fire 
ligge paa en ret Linie, nemlig YZ), og dermed er vist, at der 
til ethvert Keglesnit i det ene Bundt svarer et i det andet, 
som har YZ til Skæringskorde dermed, og at altsaa de Invo- 
lutioner, hvori de to Keglesnitsbundter skærer YZ, er kongru- 
ente. YZ, ZV og VY kan naturligvis i Almindelighed ikke 
bestemmes ved Passer og Lineal. 

Hermed er bevist folgende Sætning: Der er tre Linier 
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i Planen, som af to givne Keglesnitsbundtereskeres 
i den samme Involution. Vinkelspidserne i den 
Trekant, de danner, er de tre Skæringspunkter mel- 
lem to Keglesnit, et af hvert Bundt, og det fjerde 
Skæringspunkt er Restpunktet til de 4 + 4 Punkter, 
der bestemmer Bundterne. Endepunkterne af hver 
Trekantside danner et Punktpar i Involutionen paa 
samme Side. 


Sandsynlighedsregning og Telefonsamtaler. 


Af A. K. Erlang. 


Skønt der i Telefonien paa flere Punkter opstaar Spørgs- 
maal, hvis Løsning hører under Sandsynlighedsregningen, er 
denne, saavidt man kan se, hidtil ikke bleven brugt meget paa 
dette Omraade. I saa Henseende danner det københavnske 
Telefonselskab en Undtagelse, idet Hr. Telefondirektør F . Jo- 
hannsen i flere Aar har benyttet Sandsynlighedsregningens 
Metoder til Løsning af forskellige Opgaver af praktisk Betyd- 
ning og ligeledes sat andre i Arbejde med Undersøgelser af 
lignende Art. Da et og andet heraf maaske kan være af In- 
teresse, og da der til Forstaaelsen aldeles ikke kræves særligt 
Kendskab til Telefonsager, vil jeg meddele det her. 


I. Sandsynligheden for et givet Antal Opringninger i et 
Tidsrum af given Længde. 


Det forudsættes, at der ikke er større Sandsynlighed for 
Opringning paa det ene Tidspunkt end paa ethvert andet. Lad 
a være den givne Tid, # Middelantallet af Opringninger i Tids- 
enheden. Vi vil søge Sandsynligheden S, for o Opringninger 
i Tiden a og derefter Sandsynligheden S, for netop x Ga 


ringninger i Tiden a. Da 
na 


r 
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er Sandsynligheden for Opringning i Tiden — naar 7 er 


uendelig stor, er 
na 


I — — 


ds e ' r 
under samme Forudsætning Sandsynligheden for o Opringnin- 


ger i Tiden = Man faar da: 
(1) So = lim ( == =)\= ena 


For nu at finde Sx kan man dele Tiden a ir lige store 
Dele, hvor r> x, og udtage x af disse Dele, hvilket kan gø- 
res paa Ä,x Maader. Vi seger nu dels Sandsynligheden for, 
at der falder 1 Opringning paa hver af de x Dele, dels Sand- 
synligheden for, at der i den øvrige Tid 


a(r — x) 
r 


ikke falder Opringninger. Den forste Sandsynlighed er, naar 


ei 


r er uendelig stor, 


den sidste er ifolge I 


me 
e r 
Altsaa faar man: 
A lim X, El SC 
x — rx 9 
eller, idet p 
<= eee I 
lim — = —) 
eo i Le 
na)* 
(II) Sx = en e — na. 


Denne Formel bliver simplere, naar man sætter za, Antal- 
let af Opringninger, der gennemsnitlig falder paa Tiden a, lig 
med #. Man har da: 

; m* 
(IIT) = lz 


er. 
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2. Fordelingsloven. 


Naar man i den fundne Formel lader x antage alle hele 
Verdier fra o opefter, er den Udtrykket for en vis »Fejllov« 
eller »Fordelingslov«. Man ser straks, at Summen af alle 
Sandsynlighederne er 1, som den skal være; endvidere, at 
Sandsynlighederne for et lige og for et ulige Antal Opring- 
ninger er henholdsvis 

em Hem em em 


(0) 
2e" 8 Zeit 


Fordelingslovens Hovedegenskab er den, at alle »Halvinva- 
rianterne« er lig med m; jeg vil herom henvise til T. N. 
Thiele: Theory of observations (London 1903) og her nøjes 
_ med at vise, at Middelfejlskvadratet er 22; man faar: 


12. am . 2242 2743 274‘ 
| 3 = 4 à. e e-n — m? 


D |2 ki 4 
_[m? 2m 3m m? mt m? \ om 
=(F a dae ee + Bta Je Se 


= (m?e" + men) em — m? = m. 

De simple Forudsætninger, som har fort til den simple 
Formel III, vil naturligvis ikke altid være opfyldt i Praksis; 
man kan saaledes tenke sig, at en Forretning i hver Uge har 
visse travle Dage, svarende til et Middeltal 2z,, og mindre 
travle, svarende til et Middeltal M, ; lad den travle Del af 
Ugen vere ?,, den mindre travle Del 2, hvor 2, + 2, = I. 
Vil man her udtrykke Variationen i Dagenes Antal Opring- 
ninger ved en enkelt Fejllov, finder man, at Middeltallet er | 


ee ÉM + Pelle; 
men Middelfejiskvadratet er 
222 (m, — my) 


storre end Middeltallet. Da imidlertid den forrige, simple 
Teori gennemgaaende viser sig at svare rigtig godt til Erfa- 
ringen fra Optællinger, vil vi i det folgende holde os til den. 
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Lad os tænke os, at en Abonnent har gennemsnitlig ag 
Opringninger aarlig, og at man paa Centralen af praktiske 
Grunde ikke kan tælle hele Aaret, men kun en Brokdel a; 
der bliver da en F orskel mellem det heraf udledte og det vir- 
kelige Antal Opringninger i vedkommende Aar; hvor stor er 
det tilsvarende Middelfejlskvadrat? Man faar: 


3. Ventetiden ved Telefonopringninger. 


Vi vil antage, at enhver Telefonistinde modtager Opring- 
ningerne fra visse.bestemte Abonnenter; Systemet er ikke ind; 
rettet paa, at hun kan faa Hjælp af Naboerne, selv om hun 
har travlt, og de i Øjeblikket er ledige. Vi kan sige, at der 
gennemsnitlig kommer 1 Opringning i Tidsenheden, idet vi 
nemlig vælger denne paa passende Maade. Ekspeditionen af 
en Opringning tager ¢ Tidsenheder. Hvis en Opringning træf- 
fer Telefonistinden ledig, vil vi her regne, at der ingen Ven- 
tetid bliver (i Virkeligheden gaar der en vis kort Tid, inden 
Signalet bemærkes). Er hun derimod i Arbejde med at eks- 
pedere, maa den opringende Abonnent vente en vis Tid. Op- 
gaven er nu at bestemme f(z), hvor f(z) skal betyde Sand- 
synligheden for, at Ventetiden ikke er større end z. | 

Sandsynligheden for, at den Tid, der i det Øjeblik Op- 
ringning finder Sted, er gaaet siden sidste Opringning, ligger 
mellem Grænserne | 

y og y+ a, 
er e—Ydy. Sandsynligheden for, at sidstnævnte Opringnings 
Ventetid har været mindre end z + y —#, er 


flee +7 — à). 


Herved faas, at 
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Denne Ligning giver ved Differentiation med Hensyn til z: 


= | 
re = [re +008 
y=o | 
og ved delvis Integration: 


oo 
AN =ren+ [re + Neri 
Altsaa har man: u 7 
| F(2) = FC) fe — 2). (IV) 
Ved Integration kan man heraf bestemme /(2) Stykke for 
Stykke, idet man kan gaa ud fra, at f(z) = 0 for z<<0, og 
at f(z) for z =o skal springe fra o til I — ^4 men for Resten, 
variere uden Spring. 
D Resultaterne bliver da 
for o<2</, 
Ze 2< 2, 
21<2< 3, 
AC Se Ab 


nt z< (n + 1)4 


Zei tte ` 


fle) = (1 Yet e-a) 
F(Z) = (1 — 2) G + ee ine) + ee) 


ER =(1—2) (ete ne Le Ze) 


henholdsvis: 


Ba ee 


|2 F 


echt Ale + 


e7—*(2t— 2? et" (nt — 2) 
[2 g n ) 


Rigtigheden heraf ser man let ved at indsætte Værdien af 
Ziel, taget fra den sidste af disse Formler, og Værdien af 
fe — 2), taget tra den næstsidste, i Ligning IV. | 
. . Ved den numeriske Beregning begynder man bedst med 
at danne en Tabel over Funktionen 
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for negative Værdier af m (f. Eks. med Intervallet ou og for 
positive hele Værdier af x; hertil kan benyttes en af de fore- 
liggende Tabeller over log |x, af hvilke C. F. Degen: Tabu- 
larum enneas (Havniæ 1824) er den ældste og stadig den 
bedste. 
langs Skraalinier, og Summerne skal multipliceres med 1 — ¢; 


I den fremkomne Tabel skal man derpaa summere 


saa har man Værdierne til den endelige Tabel, der giver f(z} 
som Funktion af z og ¢. En saadan Tabel er vist nedenfor. 


t 

md 0 1 2 3 4 '5 6 7 ‘8 9 1°0 
VÄ i 
-0 | 1:000 ‘900 ‘800 ‘700 ‘600 ‘500 ‘400 ‘300 ‘200 ‘100 ‘000 
1 | 1000 ‘995 ‘884 ‘774 ‘663 ‘553 ‘442 "332 ‘221 ‘111 ‘000 
2 | 1:000 1°000 ‘977 ‘855 ‘773 ‘611 ‘489 "366 244 ‘122 “000 
3 | 1000 1'000 ‘991 ‘945 ‘810 ‘675 ‘540 ‘405 ‘270 ‘135 000 
‘4 | 1'000 1'000 ‘998 ‘967 ‘895 ‘746 "597 ‘448 ‘298 ‘149 ‘000 
+5 | 1'000 1000 ‘999 ‘983 ‘923 ‘824 ‘659 "495 ‘330 ‘165 ‘000 
+6 | 1:000 1'000 1'000 ‘992 ‘947 ‘856 ‘729 ‘547 ‘364 ‘182 ‘000 
‘7 | 1000 1'000 1'000 ‘996 ‘965 ‘885 ‘761 ‘605 ‘403 ‘201 ‘000 
+8 | 1:000 1'000 1'000 ‘998 ‘977 ‘910 ‘792 ‘635 °445 ‘223 ‘000 
+9 | 1'000 1°000 1‘000 ‘999 ‘984 ‘931 ‘822 ‘665 ‘470 ‘246 ‘000 
10 1 1'000 1'000 1'000 ‘999 ‘990 ‘947 ‘849 “694 ‘495 ‘261 ‘000 
11 | 1'000 1'000 1000 1'000 ‘993 ‘958 ‘872 “722 ‘520 ‘276 ‘000 
12 | 1'000 1'000 1°000 1:000 ‘995 ‘967 891 ‘749 ‘545 ‘292 000 
1:3 | 1'000 1'000 1:000 1'000 ‘997 ‘975 ‘906 ‘773 ‘569-‘307 ‘000 
1°4 | 1'000 1'000 1°000 1000 ‘998 ‘980 ‘920 ‘794 "592 ‘323 ‘000 
1°5 | 1'000 1°000 1'000 1'000 ‘999 985 ‘932 "812 614 “339 ‘000 
1/6 | 1000 1'000 1°000 1°000 ‘999 ‘988 ‘942 -829 "635 ‘354 ‘000 
17 | 1:000 1'000 1°000 1:000 1°000 ‘991 ‘950 ‘845 ‘653 ‘369 ‘000 
1'8 | 1'000 1'000 1°000 1°000 1'000 ‘993 ‘957 .859 -671 ‘384 ‘000 
1°9 | 1°000 1'000 1'000 1'000 1°000 ‘994 "964 ‘872 ‘688 ‘397 ‘000 
20 | 1'000 1°000 1'000 1'000 1'000 ‘996 ‘969 “884 ‘705 ‘411 ‘000 


4. Ventetiden ved Telefonopringninger (Fordelingssystem). 


Medens en Mængde Centraler er indrettede som ovenfor 
antydet, foretrækker man dog nu Systemer, hvor en Gruppe 
paa d Telefonistinder er fælles om en Del Abonnenter, enten 
saaledes, at hver af disses Opringninger straks dirigeres til en 
i Øjeblikket ledig Dame, eller saaledes, at hver Dame kan 
lade enhver Opringning, hun modtager, men ikke straks kan 
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ekspedere, gaa over til en i Øjeblikket ledig Dame. En Ven- 
tetid fremkommer da kun, naar alle samtidig er optagne. Ge 

Lad os antage, at Gruppen paa d Damer har gennemsnit- 
lig 1 Opringning i Tidsenheden; Ekspeditionstiden er Zu, og 
vi søger Sandsynligheden for en Ventetid mindre end 24. Til 
Sammenligning betragter vi saa en Dame, der arbejder alene 
med gennemsnitlig 1 Opringning i Tidsenheden, Ekspeditions- 
tiden 4; her kender vi fra det foregaaende Sandsynligheden 
for en Ventetid mindre end a. Vi betegner i begge Tilfælde 
ved 7 et Tidsrum af vilkaarlig Længde, umiddelbart forud for 
en Opringning, og ved x Antallet af Opringninger i nævnte 
Tidsrum. Man ser nu, at den søgte Sandsynlighed er Sand- 
synligheden for, at man for ethvert sammenhørende Værdi- 
par 7 og x har: 

x.ta CT + zad + Za (d — 1), - 


medens den tidligere fundne Sandsynlighed er Sandsynligheden 
for, at man for ethvert sammenhørende Værdipar T og x har: 
Zb / Lë 


Nu falder imidlertid de to Uligheder sammen, hvis 


og aa 


Altsaa finder man den søgte Sandsynlighed ved at gaa ind 
i Tabellen ovenfor med disse Verdier som Indgangstal. 

Det er en Selvfolge, at det fundne ogsaa kan anvendes paa 
Telefonforbindelsen mellem to Byer med d indbyrdes Lednin- 
ger, naar Samtaletiden er 24. u | 
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Dette Festskrift til Minde om Eulers Fødselsdag den 15. 
April 1707 indeholder af G. Valentin-en Artikel om Eulers 
Ophold i Berlin (af biografisk Natur), af A.Kneser om Euler 
og Variationsregning, af Felix Müller om banebrydende 
Arbejder af Euler i den rene Mathematik, af E. Lampe om 
Logaritmeproblemet. Den mest indgaaende er Knesers Arti- 
kel, der har ikke ringe Interesse. . Bogen er smykket med to 
Billeder af Euler; det ene er det bekendté, hvor man tydeligt 
ser, at Manden. er blind; det andet vistnok mindre bekendte 


giver et smukt. Billede fra hans yngre Aar. 
| C. J. 


Det meddeles fra den af det Ge Naturforskersel- 
skab nedsatte Kommission, at en samlet Udgave af E ulers 
Værker er i Forberedelse og ventes udgivet med Understet- 
telse dels fra Eulers Fødeland, dels ogsaa fra alle Landes ma- 
thematisk eller teknisk interesserede Kredse. Bidrag kan ydes 
kontant (til Prof. F. Rudio, Ziirich) eller ved forlods Subskrip- 
tion. Værket anslaas til 40 Bind med en Subskriptionspris 
af 25 fr. Bind. Hvilke store Fordele, der knytter sig til, at 
Eulers næsten utrolig rige Produktion bliver tilgængelig, beho- 
ves ikke særlig at fremhæves. 


Boger i indsendte til Redaktionen. 


Dr. Heinrich Wieleitn er, Spezielle ebene Curven (Göschens Verlag. 
1908, Geb. M. 8.) 

Emanuel Cruber, Einführung in die höhere Mathematik, mit. 114 
| Figg. im Text (Teubner 1909. Geb. M. 72.) | 

Ferd.. Rudio: Die Bericht des Simplicius über die Quadraturen des 
Antiphase und des Hippokrates. Griechisch und deutsch. Mit einem Über- 
sicht über die Geschichte des Problems von der Kresquadratue vor Euclid. 
(Teubner 1907. Geb. M. 4.80). 
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Note om en ikke analytisk Omdrejningsflade. 
Af C. Juel). 

Det er en meget bekendt Sætning, at en Cirkelring skæres 
af hver Dobbelttangentplan i to Cirkler. At en analog Sæt- 
ning gælder, naar Meridiancirklen erstattes med et vilkaarligt 
Keglesnit er projektivt set lige saa let at bevise. Jeg vil her 
sage denne Sætning udvidet til en mere omfattende alminde- 
ligvis ikke analytisk Klasse Omdrejningsflader dannede ved at 
dreje en vilkaarlig (i det endelig liggende) Oval om en Akse 
i dens Plan. Sætningen maa da gaa ud paa, at enhver Dob- 
belttangentplan skærer Fladen i to Ovaler. En Sætning i den 
Almindelighed eksisterer nu ikke, hvad jeg senere i et Eks- 
empel skal paavise. Dette staar i Forbindelse med, at Om- 
drejningsfladens Orden kan blive saa hoj det skal vere. Men 
Sætningen er rigtig, naar denne Orden er fire; vi vil altsaa 
bevise: 

Naar en Omdrejningsflade dannet ved at dreje 
en Oval om en Akse, der ligger i dens Plan og ikke 
skerer Ovalen, er af fjerde Orden, vil en Dobbelt- 
tangentplan skære Fladen i to Ovaler, saa at der 
gennem hvert Punkt af Fladen gaar fire Ovaler. 

Den ene af disse er naturligvis den gennem Punktet gaa- 
ende Parallelcirkel. | 

For at vise dette gaar vi gennem de folgende Sætninger: 

I. Naar Omdrejningsfladen er af fjerde Orden, 
vil den ogsaa være af fjerde Klasse. 

+) Meddelelse ved det skandinaviske Matematikermøde i Stockholm Sep- 


tember 1909. | | 
Nyt Tidsskrift f. Mat. B. XX i: 4 
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Vi skal vise, at gennem en ret Linie / i Rummet gaar 
hgjst fire Tangentplaner til Fladen. For at indse dette, drejer 
vi Linien Z om Fladens Akse a. Derved dannes en Omdrej- 
ningshyperboloide, der skerer en Meridianplan i en Hyperbel. 
Da Z højst kan skære den givne Omdrejningsringflade i 
4 Punkter, vil Hyperblen have o, 2 eller 4 Punkter fælles med 


Kä 
` 


| 
1/ 
i 


sä 
sure 


Fig. 1. 


en Meridianoval. Men naar to Kurver af 2den Orden (hvad 
enten de er algebraiske eller ej) har højst 4 Punkter fælles, 
vil de ogsaa højst have 4 fælles Tangenter, og disse be- 
stemmer paa entydig Maade Fællestangentplaner til vor Om- 
drejningsflade og Hyperboloiden. Der vil derfor gennem / 
højst gaa fire Tangentplaner til Fladen. 

Betragtes de to symmetriske Meridianovaler, der ligger i 
samme Plan gennem Aksen, har disse efter Forudsætningen 
intet Punkt felles. Da de ligger udenfor hinanden, vil de der- 
for have 4 fælles Tangenter. Vi har kun Interesse af de af 
disse, der ikke staar vinkelret paa Omdrejningsaksen, og hver 
af dem bestemmer en Dobbelttangentplan. Roringspunkterne 
O, og O, for en saadan ligger paa Fladens ukonvekse Del og 
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bliver derfor Dobbeltpunkter for Tangentplanens Snit © i Fladen. 
Vi vil nu vise: | 

2. Gennem intet af Dobbeltpunkterne kan gaa 
nogen Tangent til Snitkurven, der berores udenfor 
Dobbeltpunktet. 

Lad os nemlig projicere Fladen fra et Dobbeltpunkt O, 
og betragte Fladens Kontur ind paa en fast Plan x. Denne 
Kontur x er ifølge (1) af fjerde Klasse. Den maa endvidere 
have en tredobbelt Tangent i Sporet af Tangentplanen i O,; 
det ene af de 3 Roringspunkter er Billedet af O,, de to andre 
er Sporene af de to Hovedtangenter i O,; de sidstnævnte er 
reelle, da O, ligger paa Fladens ukonvekse Del. Hvis der nu 
gennem QO, gaar en Tangent til Snittet 6, der berøres i et fra 
O, forskelligt Punkt M,, vil Sporet af O,M i give et nyt 
Punkt AN fælles for Konturen x og den tredobbelte Tangent. 
Men man vilde da i Omgivelsen af AN kunde finde et Punkt, 
hvorigennem der gik 5 Tangenter til x, og dette er i Strid 
med (1). 

Lader man et Punkt i en bestemt Retning gennemlobe en 
Kurve ud fra et Dobbeltpunkt til det atter naar Udgangs- 
. punktet, vil vi sige, at det har gennemlgbet en til Dobbelt- 
punktet hgrende Pseudogren. Man har nu: 

3. Ingen af de til et Dobbeltpunkt horende 
Pseudogrene paa Snitkurven kan selv have noget 
Dobbeltpunkt. 

En Pseudogren o hørende f. Eks. til O,, skal altsaa ikke 
kunne gaa to Gange gennem OU. Ifald det nemlig antages at 
vere Tilfældet, kan den anden til O, horende Pseudogren o? 
i hvert Fald" ikke have noget Dobbeltpunkt, da o = 0! + 6? 
ialt kun har to Dobbeltpunkter; Pseudogrenen o? maa af en- 
hver ret Linie gennem O, skæres i to adskilte fra O, forskel- 
lige Punkter, da der ifølge (2) ikke findes nogen gennem O, 
gaaende ret Linie, der skærer den i sammenfaldende Punkter. 
Men nu ses vor mod (3) stridende Antagelse at være umulig, 
da en Dobbeltpunktstangent i O, saa vilde faa 5 Punkter fæl- 
les med Kurven (hvoraf 3 er sammenfaldende i O,). 
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Nu kan man bevise folgende Sætning, der fører os i Nær- 
yeden af den søgte: 

4. Skæringskurven med en Dobbelttangentplan 
kan opfattes som bestaaende af to adskilte Grene, 
hvoraf ingen har noget fremspringende Punkt i Pla- 
nens Roringspunkter med Fladen. | 

Det kommer kun an paa at bevise, at to Buer til en og 
samme Pseudogren, hvoraf den ene begynder i O, og den 
anden ender i O,, begge har en og samme Tangent i O.. 
Lad os antage, at dette ikke finder Sted, saa at en Pseudo- 
gren o! i O, har de to Tangenter £, og 4. Denne Pseudo- 
gren, der jo efter (3) ikke har noget Dobbeltpunkt, bestemmer 
et vel afgrænset endeligt Omraade af Planen. Lad nu Q vere 
et vilkaarligt Punkt af o, og lad M, og M, vere to Punkter 
af o? valgte saaledes, at /M,0,QO,M, følger paa hinanden i 
denne Orden paa 6, og saaledes, at de ved Punkternes Række- 
folge bestemte Buer 47,0, og OM, ikke indeholder O,. 
M, og M, vil da begge ligge udenfor eller begge indenfor det 
endelige ved o! bestemte Omraade af Planen. Men i saa Fald kan 
en kontinuert Bue af 6? ikke forbinde M, og M, uden at skære 
o: i et lige Antal Punkter (Nul indbefattet). Dette strider imod, 
at o! og 0? ifølge (3) har et enkelt Punkt O, fælles. 

Nu beviser vi: | 

5. Til den samlede Skæringskurve o kan der 
gennem et vilkaarligt Punkt M af selve Kurven 
højst gaa to Tangenter, der berøres udenfor M. 

Lad os paany betragte Fladens Kontur ind paa en fast 
Plan x, men nu fra et vilkaarligt Punkt M af Fladen som Øje- 
punkt. Denne Kontur er ifølge (1) af fjerde Klasse og den 
maa til Dobbelttangent have Sporet s af Snitplanen, der jo er 
en Dobbelttangentplan til Fladen Derimod kan vi ikke her 
vide, om Sporet af Tangentplanen i M er en Dobbelttangent, 
da vi her ikke ved, om M ligger paa Fladens konvekse eller 
ukonvekse Del. Det kommer dernzst kun an paa at bevise, 
at s hojst kan skære x i to Punkter forskellige fra Rorings- 
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punkterne mellem x og s. Lad nu Tangenten i et vilkaarligt 
Punkt 2, af x skære si S. Fra A maa der da ifølge (1) ud- 
gaa endnu én og kun én Tangent til x; dens Roringspunkt 
vere P, P, og P, er gensidig entydigt afhængige af hin- 
anden og kan kun -have et Sammenfaldspunkt P enten i et 
Infleksionspunkt paa x eller i et Skeringspunkt mellem x og s. 
Men i begge Tilfælde ser man, at P, og P, i Nærheden af et 
Punkt P bevæger sig i modsatte Retninger. Der kan altsaa 
højst findes to Sammenfaldspunkter og altsaa ogsaa højst to 
Skærinngspunkter mellem x og s. 

6. Skeringskurven med en Dobbelttangentplan 
dannes af to Ovaler. | 

De to Dele o og o,, hvoraf hele Skæringskurven o ifølge 
(4) er sammensat, ligger begge helt i det endelige og skærer 
hinanden ifølge (3) i to Punkter O, og O,. Det kommer an 
paa at bevise, at Kurven hverken kan have Infleksionspunkter 
eller Spidser. Lad nu et Punkt M bevæge sig paa 0, ud fra 
O, saaledes, at Punktet til at begynde med ligger udenfor det 
af o, begrænsede Omraade. Gennem M gaar der da til at 
begynde med to Tangenter til o Dette maa vedblive til M 
ved sin Bevægelse i samme Retning naar ind til det andet 
Dobbeltpunkt O,. En Ændring inden QO, overskrides kan 
nemlig kun ske derved, at M overskrider en Vendetangent til 
6,, men dette er umuligt, da en saadan Vendetangent vilde 
skære 6, + 6, i 2 + 3 = 5 Punkter. Fra ethvert Punkt af den 
fremhævede Bue O,O, af o udgaar altsaa to Tangenter til o,. 
Men deraf folger, at der paa samme Bue ikke kan findes 
noget Infleksionspunkt, thi fra et Punkt paa O, i Nærheden 
af Infleksionspunktet vilde der da udgaa 2 Tangenter til ©, 
altsaa til O, +0, i alt 1 + 2 = 3 Tangenter, hvilket er i Strid 
med (5). Paa den Del af o, der ligger indeni o,, kan der 
imidlertid heller ikke findes noget Inflektionspunkt, thi Tan- 
genten i et saadant Punkt vilde skære o + 06, i 2+ 3 = 5 
Punkter. Umuligheden af en Spids ses paa samme Maade. 
Kurven o, der hverken har Dobbeltpunkter, Spidser eller 
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Infleksionspunkter, maa derfor være en Oval. Det samme 
gælder om Ge. | 

Vi mangler endnu Afgorelsen af, om der eksisterer andre 
Omdrejningsflader af den her betragtede Art end de algebra- 
iske, hvor Meridianovalen er et Keglesnit. Efter det i Beviset 
for (1) nævnte kommer det kun an paa, at Ovalen skæres i 
hojst fire Punkter af enhver Hyperbel, hvis transverse Akse 
falder i Omdrejningsaksen. Dette er sikkert Tilfældet, naar 
enhver Hyperbel højst skærer fire Punkter, og det finder Sted 
ved de af Dr. Boehme beslægtede elliptisk konvekse Ovaler 
(hvis femdobbelt rørende Keglesnit alle er Ellipser), Af den 
Art Ovaler findes uendelig mange ogsaa ikke analytiske. 

Den nævnte tilstrækkelige 
Betingelse er dog ikke nød- 
vendig. Som Eksempel kan 
betragtes en Trekant, hvis 
Perimeter kan betragtes som 
en Oval, der sikkert ikke kan 
vere et specielt Tilfælde af 
en elliptisk konveks. Lad os 
alene holde os til det specielle 
Tilfælde, hvor Trekanten er 
ligebenet, hvis Grundlinie er 


parallel med Omdrejningsaksen 

Fig. 2. Det er da meget let her, hvor 
Skæringskurven er sammensat af Keglesnitsbuer, at se, at 
Slutningskurven mellem Omdrejningsfladen og en Dobbelt- 
tangentplan bestaar af to Ovaler, ifald den ligebenede Trekants 
og Omdrejningsaksen ligger paa modsatte Sider af Grundlinien, 
medens den ellers ikke gor det (se Fig. 2, hvor Fladen er af 6te 
Orden) Ved en lille Ændring af Trekanten er det i det sidste 
Tilfælde let ogsaa at danne fuldstændig kontinuerte Ovaler, 
der ved Omdrejning om en Akse giver Flader, der ikke af en 
Dobbelttangentplan skæres i to Ovaler. 
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Lineære Ligninger. 


Af Johannes Mollerup. 


Hovedsætningerne om lineære Ligninger plejer man at ud- 
lede ved Hjælp af Determinantteorien (se f. Eks. d. T. B. 5. 
Aargang, A. Meyer); imidlertid er disse Sætningers Indhold 
i det væsentlige uafhængigt af denne Teori. I det følgende 
udleder jeg derfor Sætningerne uden Brug af Determinanter; 
jeg anfører dog, at en saadan Udledelse for saa vidt allerede 
er foretaget af Hr. Otto Toeplitz i »Uber die Auflösung 
unendlichvieler linearer ‚Gleichungen mit unendlichvielen Un- 
bekannten«, Pal. Rend. 1909, som man i denne Afhandling 
specielt kan gaa over til et endeligt Antal Ligninger og Ube- 
kendte. 

I. Det homogene System af Ligninger 


U, == 41141 + Ayo Ka + ee QinXn = O 


Un = ant, + An Ta + +++ Annn = O 
og det transponerede System 

| H, = ant + ay % + rr Ant, =O 

I” : 
Va = Auf, + dodo + +++ Amn =O 
har samme Defekt d v. s. samme Antal af lineært 
uafhengige Losninger. | 

Vi antager, at Systemet I har Defekten u; lad de u line- 
ært uafhængige Losninger være 


fi = pir, Pis + Pins 2 = 1,2, +. AN. 
Den fuldstændige Løsning er da 
H 
Xi = I bi 
v¥=1 
hvor cerne er vilkaarlige Konstanter. Beviset føres ved fuld- 
stendig Induktion; vi antager derfor videre, at hvis 2— I 
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homogene Ligninger har en vis Defekt, da har det transpone- 
rede System den samme. Vi skal nu bevise, at I' har De- 
fekten u. 

De » Rækker af Størrelser 


Pis Di» >>> Pin 
kan ikke alle forsvinde; vi antager f. Eks., at Rækken 


| Pais Dass Ke Pop 
ikke helt forsvinder. Af I fandt man 


th = Cy Pav; 


v=1 


i det fglgende betragtes nu kun saadanne Losninger af I, at 


(1) | In = Ce Dn = O. 
vl | 
Denne Ligning er da ingen Identitet m. H. t. c’erne saa- 
ledes at man heraf f. Eks. kan finde 
_ Êm + Co Port N Cy—1Pov—1+ Cy + 1Pn,v+1 + SAR CuPn,n. 
Da, v 


Vi betragter altsaa af I kun et System af Losninger af 


= 


Dimensionen u — 1, i hvilket Værdien af x, stadig er o. Dette 
Værdisystem tilfredsstiller da ogsaa de » — 1 homogene Lig- 
ninger med # — 1 ubekendte: 


Ai + afo t +++ Anifa =O 
II | 
An -1,1% + An 1,20 + ++ An 2,0 - 180-12 = O. 


Efter Forudsætningen oven for tilfredsstilles da det trans- 


ponerede System 


Gun F dut + +++ dor, 18012 =O 
IT’ : 
ai, n—1 %1 + Aa, n — 172 + EORR An —1,n—1fn -1 = O 


af et Værdisystem af Dimensionen u — I: 
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p=1 | 
(2) Xi = > an = 1,2, -.. 2 — I. 


vzı 


Mo 
i= > CyPiv i, I faas for 7 = 1,2 --- n 


vi 


n n H H n 
> ajii = > Ĝji > Cy Div = > Cy > AjiPivs 
i=1 vl 


t=1 y—l 1— 1 


Indsættes 


“altsaa, da c’erne er vilkaarlige, 


(3) > ap =O J—=1I,2:..7 


V= 1,2... H. 


Multipliceres i I’ V, med pi, V3 med Per: Va med Prw, 
faas ved Addition og Brug af (3) 
(4) | > V;piv =O for v= 1, 2 «>> H 
i—i 


Da Poy ikke forsvinder, faas af (4) 


Ha Pav ut > Vi Div, 
i=1 
n— 1 


(5) Va = ae oA Vi Div. 


Af denne lineære Afhængighed (5) ses da, at det transpo- 
nerede System I’ tilfredsstilles at folgende Værdisystem af Di- 
mensionen u — I: 


H 

Xi = > Gigi 1=1,2,... AN — I 
(6) — 

Xn = O. 


Altsaa har vi af I’ fundet de u— I af hinanden lineært 
uafhængige Løsninger 


50 JOHANNES MOLLERUP: 


Xi = Qi, Jo + Juri for Z=1, 2... H—I 
Xa = O. 

En Løsning til kan vi finde ved paa Forhaand at erstatte 
£a med en anden ubekendt; ved Valget af x, stilledes nemlig 
blot den Fordring, at Rækken mne --- nu ikke helt for- 
svandt. Nu kan man let finde en Række: til jjo - :. Pius 
der heller ikke forsvinder helt; thi at Løsningerne er uafhæn- 
gige betyder, at hvis man for alle z har 


(7) Æ Pi + Ro Pig + >.. Ro Pin = O, 
da er nødvendigvis #, = k = e: & =0. Var nu imidlertid 
Ênis Pass +" + Pon den eneste ikke helt forsvindende Række, da 


kunde ovenstaaende Ligninger (7) ogsaa tilfredsstilles ved an- 
Verdier af #,, & ... Æa Vi finder saaledes et nyt Værdi- 
system, der tilfredsstiller I’; det har som for Dimensionen 
u — 1 og x; er stadig o. Dette Værdisystem er ikke helt ind- 
befattet i (6); thi udtager vi af (6) det Værdisystem, hvori x; 
stadig er o da har dette kun Dimensionen u — 2. Herved 
har vi nu fundet i hvert Fald u af hinanden uafhængige Løs- 
ninger af det transponerede System I’. Flere kan der heller 
ikke gives; thi havde I’ u+ p af hinanden uafhænige Løs- 
ninger, da havde II’ i hvert Fald u + 9 — I af hinanden uaf- 
hængige Losninger (der findes som i det foregaaende); men 
efter Forudsætning kan dette Antal kun vere u— 1. I’ har 
altsaa Defekten u. Hermed er da Sætning 1 bevist. | 

Sætning 1 og de i (3) og (4) fundne Resultater samler vi 
den folgende Sztning. | 

2. De homogene Systemer I og I’ har samme 
Defekt; er denne p, da har Mængden af alle Los- 
ninger af I og I henholdsvis Formen 


(1) ri > R 


val 


(1°) Xi = > Cy Qi 
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hvor Storrelserne c, er vilkaarlige Konstanter. Der 
gælder de ur Ligninger. 


n 


(1) > ap =O J=I,2.r. 7 
og ligeledes 


(1°) > Ai Vj i= LI, 2... 
j=1 v=I1I, 2... H 


Losningerne er lineært uafhængige, d. v. s. 
hvis > kp; = Oforz = I, 2 ... 2, da torsvinder samt- 
j=1 
lige Størrelser E og 


hvis > Erën =0 for 2=1,2...7n, da forsvinder samt- 
j=i 

lige Størrelser # Endelig gælder følgende u line- 

ære Afhængigheder mellem Ligningerne I 


(3) > SEET V=1,2--- 


i=l 
og ligeledes 


EN > Vipy =0, Y=1, 2... H 
1—1 


Har man omvendt identisk 


N Ud =, da tilfredsstiller x = d, 2= 1, 2... 2, 
pan ; 


i=1 


Systemet I’, og har man identisk > Vidi = o, da til- 
el 
fredsstiller x; = d, ’=1,2... 2, Systemet I. 
Specielt har man: Har I Defekten o, da har I og I’ 
kun den trivielle Løsning 4 =f, = ... x, —0; Lig- 
ningerne da indbyrdes uafhængige. 
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3. Har det homogene System Defekten u, da er 
det en nødvendig og tilstrækkkelig Betingelse for 
Losning af det inhomogene System 


III Dr, Ch, se Oe Se 
at de u lineære Afhengigheder mellem U, U, ... Un 


(3) X Uga va zu 
i=1 

ogsaa findes mellem Eu, & --- A. altsaa 
(4) > Ki Qui = O. 
i=1 

Samtlige Losninger af III faas ved at addere alle 
Løsninger af I til een Løsning af IIL. 

At Betingelsen er ngdvendig er indlysende. For at bevise, 
at den er tilstrækkelig, betragter vi det homogene System 


IV :T,=0U,—-k Logi =0, Ty =U, —hy¥n41=0, «++ TE Us 410 
Tag = + +... Ta =0. (7141 = O kan ligesaa godt 
vere en vilkaarlig anden af de andre lineært afhængig Ligning). 


Antallet af lineære Afhængigheder i dette System er aa- 
benbart u + I, nemlig 


Tigi = 0, V=1,2:.. u og 
11 
Tog = T+ Tete 7. 
Defekten er da ogsaa u + I, hvilket Tal ligeledes angiver ` 
Dimensionen af Losningernes Antal. 
Løsningen af III faas heraf ved at forlange 


Anti = I. 


Dimensionen af Losningernes Antal for Systemet III er da 
netop u. Den sidste Del af Sætning 3 er indlysende. 

4. Har det homogene System I Defekten o da 
har det inhomogene System een og kun een Losning 
af Formen 
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Xi = > ož; RE À 2... NM 
j=1 

Man kan altsaa altid løse enten det homogene eller det 
inhomogene System (Alternativ). 

Vi betragter det transponerede System af homogene Lig- 
ninger I’; dette har ogsaa Defekten o Udelader vi f. Eks. 
den z’te Ligning og tænker os den erstattet med en af de 
andre lineær afhængig, faar vi derimod et System med Defek- 


ten I. 
ARLA + Ar Va + oe Anin = O 
[ait + aita + + ++ Anika = OJ 
Aint, + Anfa + Ma Se Annn = O. 


Lad Løsningen heraf være 
ss aj, 7 = 1, 2 … . 22. 
Ved Indsætning faas 


og DEC Æ O. 
j=l 
Vi multiplicerer nu Ligningerne i det inhomogene System 
III med aj, Qiz - - + Gin og adderer; derved faas efter oven- 


staaende Relationer 


n n 
Xi > ai Qij = DE dij. 
=1 ji 

Denne Formel kan anvendes for z=1, 2... 2. Hermed 
er Sætningen bevist. 

Det er saa gennemsigtigt, at Læren om de homogene Lig- 
ninger direkte erstatter den sædvanlige Udledelse ved Deter- 
minanter, at en nærmere Eftervisning heraf er overflødig. 
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Lost Opgave. 


100. Der er givet to Punktpar (45) og (CD) i en Plan. ` 


Konstruer gennem hvert af de givne Punktpar en Cirkel, saa- 
ledes at de to Cirkler skærer hinanden i et Punktpar (EF), 
som er harmonisk forbundet baade med (42) og med (CD). 
Hvornaar bliver Punktparret (EF) reelt? (H Valentiner). 

Figuren viser Opgaven tænkt lost. To Cirkler, en gennem 
hvert af de givne Punktpar (AB) og (CD), skærer hinanden i 
Punktparret (EF), som er harmonisk forbundet baade med 
(AB) og (CD). Linien EF er da konjugeret med Linierne 
AB og CD. | 

Det kan bevises, at Punktet ©, Midtpunktet af EF, er 
Drejningspunkt for modstaaende Sider i Firkant ACBD, alt- 
saa at: 


AN AOC ~n NA DOB 

AN AOD ~n N COB. 
Linien AB skærer Centralaksen EF i a, Centerlinien i 6. 
Da (ad) er harmonisk forbundet med (42), og ad fra O ses 


-p u. 


- 
- 
o” 


~ 


x 
KH 
ssh. 


under ret Vinkel, maa Oa og Ob halvere Vinklerne mellem 
OA og OB. OA og OB danner altsaa lige store Vinkler med 
EF. Ligesaa OC og OD, hvoraf folger: 
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Z AOC = < DOB 
Z AOD = £ COB. 


Da Trekanterne OED og OCE er ligedannede (< CEO 
og < EDO spænder over Buer, som ligger symmetrisk om 
Centerlinien), har man: 


OE? = OC. OD. Paa samme Maade: 


OE? = OA. OB, altsaa: 
OA.OB= OC. OD. 


Hermed er det bevist, at A AOCw A DOB og AN AOD 
~ AN COB, eller at O er Drejningspunktet for modstaaende 
Sider i Firkanten ACBD. 

Da man desuden har set, at EF halverer Vinderne AOB 
og COD, er Opgavens Losning givet. Naar (42) og (CD) er 
forelagt, konstruerer man Punktet O og benytter < AOB's 
Halveringslinie som Centralakse, dens Normal i O som Center- 
linie for de søgte Cirkler, der saa skærer hinanden i et reelt 
Punktpar (EF). Nu ser man imidlertid, at dersom man be- 
nytter den første af Linierne som Centerlinie, den anden som 
Centralakse, faar man ogsaa en Løsning; men det søgte Punkt- 
par bliver imaginært. Da Drejningspunktet for modstaaende 
Sider i en Firkant bestemmes entydigt, ogsaa hvis tre eller 
fire Vinkelspidser falder paa ret Linie, har Opgaven altid, 
naar de givne Punktpar er reelle, to Løsninger, hvoraf den 
ene giver et reelt, den anden et imaginært Punktpar. 

Inge Lehmann. 


Litteraturanmeldelser. 


Dr. Ernst Schrøder: Abriss der Algebra der Logik. 
Bearbeitet im Auftrag des deutschen Mathematiker-Vereinigung 
von Dr. Eugen Müller. In drei Teilen, Erster Teil: Ele- 
mentarlehre (mit 4 Fig. im Text). (B. G. Teubner 1909. 
Pris 1,60.) 

Den afdøde dygtige Matematiker E. Schrøder har i et stort 
Værk i adskillige Bind behandlet Logiken i algebraisk Form 
paa en fuldstændig og original Maade. Da dette Værk alle- 
rede ved sit Omfang neppe er skikket til at give den af Forf. 
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udviklede Theori nogen hurtig Udbredelse, har Udgiveren 
Dr. E. Müller af de senere Bind af det store Værk paa- 
begyndt Udgivelsen af et Omrids, der i nogle faa smaa Hefter 
skal give en Oversigt over Emnet. Det første af disse Hefter 
foreligger og viser, at det ikke er Meningen i skematisk Form 
at klemme sammen paa faa Sider, hvad der staar i et stort Værk, 
men ‘at der skal gives en virkelig letforstaaelig Indledning. 
Forkortelse er opnaaet dels ved enkelte virkelige Simplifica- 
tioner, dels ved Udeladelse af alle erkendelsestheoretiske Be- 
tragtninger dels endelig ved ikke at legge nogen Hovedvegt 
paa det mindst mulige Aksiomsystem. Det er muligt, at der 
vilde være opnaaet endnu større Letfattelighed ved at gaa 
videre i den sidstnævnte Henseende, saaledes at der blev til- 
lagt de geometriske Illustrationer saa at sige umiddelbar Bevis- 
kraft. Men ganske vist vilde jo Systemet lide derved, og jeg 
skal derfor nøjes med at anbefale Læserne — som jeg ønsker 
Bogen mange af — selv saa ofte som muligt at danne sig 
Figurer, noget der jo i hvert Fald vil støtte Hukommelsen. 
Nogle Eksempler vil tydeligt vise den Art af Sætninger, der 
her er Tale om. Jeg maa hertil først nævne nogle Defini- 


tioner. Naar a betegner et Begrebsomraade, forstaas ved a det 
komplementære (Modsætningen mellem »A« og »Ikke Ax). 
Naar a og 6 er to Begrebsomraader, forstaas ved a + 6 det 
Omraade, der omfatter baade a og 6, ved ab det Omraade, 
der er fælles for a og b Ved o betegnes et Omraade, der 
ikke indeholder noget Begreb, og ved 1 det, der omfatter 
alle begrebsmæssig bestemte Ting. Man har da f. Eks. 
aa=0, ata=ı, ata=a, aa=a. 
alb + dc) = ab + ac; ab =a +b; a + b = ab. 

Forf.s Methode beror væsentlig paa en mathematisk Form 
af Supsumptionslogiken i Modsætning til den særlig af Eng- 
lændere udviklede Identitetslogik. Det först definerede specifike 
Tegn er + (der læses: sub) og a + B betyder: af a følges ß. 

Det, der mest vil være til Hinder for en almindelig Ud- 
bredelse af de algebraisk-logiske Methoder — efter hvilke 
Italieneren Peano har givet en Fremstilling af omfattende Dele 
af Mathematiken — er vistnok det, at man ikke kan blive 
enige om Betegnelserne. Saaledes er Schroders hverken i 
Overensstemmelse med engelske Forf. (Boole, Morgan, Peirce) 
eller med Italienerne. Dette er der imidlertid vistnok ikke 
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noget at gøre ved indtil videre, og for den, der interesserer 
sig for logiske Udviklinger, kan den af Dr. Eug. Møller ud- 
givne men allerede af E. Schrader planlagde lille Bog anbefales 
som en ypperlig Indledning. | (C. Juel.) 


* + 
* 


Dr. Ferd. Rudio: Die Elemente der analytischen 
Geometrie zum Gebrauch an höheren Lehranstalten sowie 
zum Selbststudium. II Theil. Die analytische Geome- 
trie des Raumes. Vierte Aufl. mit 40 Fig. im Texte. 
(Teubner 1908. Pris M. 3). | 

Ovennævnte Lærebog er en Fortsættelse af en tidligere 
analytisk Plangeometri. Den er som det første Bind over- 
ordentlig tydelig og letlæselig skrevet, og den er i høj Grad 
skikket til at give Begyndere en elementzr men anerkendelses- 
værdig omhyggelig Indledning i den analytiske Rumgeometri. 
Bogens elementære Karakter ses allerede deraf, at den alminde- 
lige Ligning af 2den Grad ikke diskuteres. Derimod behandles 
Kuglen og Omdrejningshyperboloiden direkte, og deraf udiedes 
ved Affinitet de mere almindelige Former. De resterende 
Andengradsflader indføres ved uden videre at nedskrive deres 
Ligninger. Omhyggeligheden viser sig særlig ved de nøjagtige 
og gennemførte Fortegnsbestemmelser. Den gode Udstyrelse 
med Figurer og Forsyning med en Række (mest lette) Op- 
gaver ger den endmere anbefalelsesværdig som Lærebog. 

(C. Juel.) 


* 
* 


C. Runge: Analytische Geometrie der Ebene (mit 
75 Fig. im Text). (B. G. Teubner 1908. Pris M. 6). 

Denne Lærebog i Analytisk Plangeometri er efter hele sit 
Anleg ikke saa lidt forskellig fra andre. Den er særlig be- 
regnet for videnskabelig Uddannelse. af Teknikere, men er for- 
avrigt ret vidtgaaende; der findes saaledes baade homogene 
Koordinater og ikke saa lidt om lineære Transformationer alt 
i en kyndig og overlegen Behandling. Det væsentlige nye 
ved Bogen ligger dog ikke deri, men i den Fordring, der stilles 
til den Analytiske Geometri, at den skal vere et Værktøj, 
der tillader ad regnende Vej at folge de geometriske Kon- 
struktioner. Derfor legges der stor Vegt paa numeriske 
Eksempler. I disse vælges de givne Konstanter almindeligvis 
som flercifrede Tal og der foreslaas Regler for en fornuftig 
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Opstilling af Regningerne (hvorved Benyttelse af Regnestok ofte 
anbefales). Men tillige bringes Stoffet i nær Berøring med 
tekniske Anvendelser ved som det fundamentale Element ikke 
at vælge Punktet men Vektoren. Definitionen af disses ydre 
og indre Produkt er noget af det første i Bogen. Endvidere 
lægges der Vægt paa, at en Ligning i retvinklede Koordinater: 
Ar + By + C=0, ikke alene kan siges at fremstille en ret 
Linie, men ogsaa en Kraft, der virker langs Linien og hvis 
Projektioner paa henh. v- og y-aksen er B og — A. Denne 
Krafts Moment med Hensyn til et Punkt (x,, ml bliver da 
Ax, + By, + C. Man ser allerede herved at Sammensætning 
og Opløsning af Kræfter kan knyttes til den analytiske 
Geometris Begyndelsesgrunde, og Forf. gaar saavidt, at der 
løses en Spændingsopgave, hvis Behandling ad konstruktiv 
Vej slet ikke vilde være saa let. 

En anden Ting er det, om alle vil finde det pædagogisk 
heldigt at knytte Indledningen i en saa almenmatematisk 
Metode som den analytiske Geometris til mere specielle An- 
vendelser. Men i hvert Fald har Forf. skrevet en original og 
interessant Bog om et gammelt Emne, og det skal atter siges, 
at de senere Afsnit om Keglesnit og Transformationer baade 
i geometrisk og analytisk Henseende er skrevne med stor 
Elegance. (C. Juel.) 


Danske Eksamensopgaver. 


1. Del af polyteknisk Eksamen 1909. 


I. 
1. I et plant, retvinklet Koordinatsystem har man givet 
en Kurve med Ligning. 


gay? = (3a — x)? x; (a >0). 


Hvilket Dobbeltpunkt har denne Kurve? 

Hvilke ere Kurvens Tangenter i Dobbeltpunktet? 
Paa en Figur angives Kurvens omtrentlige Form. 
Hvor stort er Arealet af Kurvens lukkede Del? 
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2. SE 


eil 2x0 2, + (2? au 2) y 


har det partikulære er 
y = æsin z. 
Find det fuldstændige (almindelige) Integral til Differential- 
ligningen 
dy 


2? Tr ox. + (1? + 2)y = +. 
Opløsning. 
1) Dobbeltpunktet findes ved vel kendte Regler at være 


(32, ©) 
Flyttes Begyndelsespunktet til dette Punkt ved Parallelfor- 
skydning af Akserne, bliver Kurvens Ligning: 


x3 + zar”? — gay? = O. 
Ligningerne for Dobbeltpunktets Tangenter er da 
y = + pee eller y = + y}(x — 3a). 


Med Hensyn til Figuren bemærkes, at Kurven er symme- 
trisk med Hensyn til z-Aksen, samt at y-Aksen er Tangent i 
Begyndelsespunktet af det givne Koordinatsystem. Mellem 
dette Begyndelsespunkt og Dobbeltpunktet ligger Kurvens luk- 
kede Del. Denne har et Maksimumspunkt og et Minimums- 
punkt i Punkterne = 

*=a4,y=+2a 

Fra Dobbeltpunktet udgaar der tilhojre to uendelige Grene. 
Kurven har ingen Asymptoter i endelig Afstand fra Begyndel- 
sespunktet. 

Det søgte Areal er 


5 sya | GC =". 


2) I den Ligning, som skal integreres, sætter man 
y = Cxsinx, 


hvor C forudsættes variabel. Til Bestemmelse af C faar 


man da: 
SE aC I 
go 2060) ie. sin # 


Heraf afledes 
ob 
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C= — À cot x + B, 


sin x 


hvor A og B er arbitrære Konstanter. Det sogte fuldstændige 
Integral er da: 
y = x — Áx cos x + Pr sin x. 


Dersom man fra Begyndelsen af bemærker, at den givne 
Differentialligning har det partikulære Integral y = x, vil Reg- 
ningen kunne afkortes noget. (Se Sturms Lærebog Art. 601). 


II (ældre Ordning). 
i Man søger Ligningen for en Kegleflade, hvis Toppunkt 
er i Begyndelsespunktet for et retvinklet Koordinatsystem, og 
hvis Frembringere alle skærer den Kurve, hvis Ligninger er 


EA 
Arm 
x? y? g? 
ai Sa" 


Desuden seges Ligningen for det Tangentplan til Kegle- 
fladen, hvis Roringspunkt bestemmes ved Koordinaterne x = a, 
y=, 

2) En homogen, ret, cirkuler Cylinder har Tætheden p, 
Grundfladens Radius = À og Højden = A. Cylindren tiltræk- 
ker efter Naturens Lov en Partikel med Masse 1, som befinder 
sig i Centrum af den ene, Grundflade. Find Tiltrækningens 
Storrelse og Retning. | 


| Opløsning. 
I) Ved en vel kendt Fremgangsmaade findes Keglefladens 
Ligning at være 


2) LE 8 
ab S be T ca? 
For x = a, y = 6 faar man g = AC, Ligningen for det søgte 
Tangentplan er 
Ze Key 
| 4a 46 


2) Tiltrækningen maa falde paa Cylindrens Akse. Tiltræk- 
ningens Storrelse bliver, naar Tiltraekningskoefficienten sættes 
lig u, 


= 27up (R + 4 — YR? + 42). 


Wi" 


DANSKE EKSAMENSOPGAVER. ` 61 


II (ny Ordning). 

1) Samme Opgave som II 1) ovenfor. 

2) Man har i et retvinklet Koordinatsystem givet en Flade 
med Ligning u 
2 = EI + y? + 3%. 

Paa denne Flade søges Kurverne af størst Fald mod gy- 
Planet. 


Opløsning. 
2) Af Fladens Ligning afledes 
dz dz 


FP ED I 
Projektionen paa Plan zy af Kurverne af størst Fald be- 


stemmes ved Differentialligningen 


DL DE BE 
dx 2x7-+ 3y 


Denne Differentialligning er homogen og integreres ved 
(e +53) (1 —2ÿ = CE 


Naar denne Ligning tages sammen med Fladens Ligning, 
saa bestemmes Kurverne af størst Fald mod Plan zy. 


Matematik for Fabrikingeniorer. 


1) En ulige Funktion f(x) er opgivet fra x = 0 til x = 


via 


T . DE, 
at vere lig x, og fra r= 5 til + = 7x at vere lig 3 Den 


skal i Intervallet fra x = — x til x = udvikles i en Sinusrække 
af Formen 
f(x) =a, sin x + a,sin2x+.- -a,sinnx +... 


Find denne Rekkes almindelige Led. 


2) En uendelig tynd Kugleskal med Radius a tænkes ly- 
sende. Find den Belysning, som et uendelig lille Fladeelement 
e af selve Kuglefladen modtager. 

Belysningsloven er 


bere 
hvor €, er et lysende, e det belyste Element, > disses Afstand, 


og 2 og 6 de Vinkler, som Forbindelseslinien mellem Elemen- 
terne danner med Normalerne til € og E, 


cos 2 COS 6 
ac? 


, 
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Losninger. 
1) Da fa) = x for o<z<= 
‘er f(x) = = for SLL 


faar man, da Rækken er en Sinusrække 


Ké 


x 
: n 
Naa = 2 | x sin nxdx + 2 à sin nrdx 
T 
2 


0 


TV nr À nn 
ele — + si Sch Ex ee E co SS 
2. NN y 
my z 

Altsaa er 
5 (— 1) 
2 . AR — |. 
f(x) = (3 sin Ce sin 22%. 
n=lI | 


2) Den nemmeste Losning faar man ved af Figuren at be- 


mærke, at 


i r 
cos Z = COS Ÿ = —. 
2a 


Den fra en vilkaarlig lysende Del af Kuglen hidrørende 
Belysning i Elementet bliver da 


> lcos?z Eu 
EU 72 Cu = 4a? Q, 


hvor Q er det lysende Areal. I Opgaven er Q = 4na?, altsaa 
Belysningen rue. 


Mekanik. 

1) En tung homogen Stang af Længde 2a og Vægt P er 
ophængt vandret ved en Snor ABCD, der gaar over en lod- 
ret fast cirkulær Skive med Radius À. Skiven er ru med 
Gnidningskoefficienten u. Snorstykkerne AB og CD er lod- 
rette, og Stangens Midtdunkt ligger lodret under Skivens Midt- 
punkt. Hvilken er den største Vægt Q, man kan henge paa 
Stangens ene Endepunkt uden at Snoren glider paa Skiven, 
og hvor store er i dette Tilfælde Spændingerne 7 og 7, i 
Snorstykkerne AB og CD? Snorene antages vægtløse og fuld- 
stændig bojelige. 
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2) En tung homogen Stang med Massen 22 og Længden 
2a er ophængt i vandret Stilling ved to tynde vægtløse lod- 
rette Snore med Længden c, der er fastgjorte til Stangen i to 
Punkter, det begge har Afstanden 4 fra dennes Midtpunkt. . 
Find Spændingen i den ene Snor i det Øjeblik, den anden 
overskæres, og find den Akceleration, hvormed Stangens 
Tyngdepunkt begynder at falde. 


Løsninger. 


1) Kaldes Spændingerne i de to Snorstykker T og 7, 


har man 
SS = Tel, 


For at udtrykke Ligevægten kan man dels tage Momentet 
om Angrebspunktet for Vægten Q, dels Momentet om Stan- 
gens Midtpunkt. Derved faar man 


(a—R) 7, + (a+ R) T = aP, 
—T7.R+7,-R—Qa=o0. 
Man finder heraf : 


T= aP 
0 = RP (ert — 1) 


(a — lem Lat 


2) Bevægelsespunktet vælges i den ikke overskaarne Snors 
Ophængningspunkt, Y-aksen lodret nedad. 
Lad i en vilkaarlig Stilling efter Overskæringen den ikke 


overskaarne Snor danne Vinklen © (> >) Stangen Vinklen o 


med Horisonten. Er Længden af en af Snorene lig c, bestem- 
mes Koordinaterne til Stangens Midtpunkt ved 


z=ccosO + 6 cos g; y=csin® + pb sin 9, 
hvoraf | 
x" = — csin O . O” — c cos O . O2 — 4 sin p . p” — 6 cos 9 . oi? 
y" = c cos O : O” — csin O . O”? + 6 cos 9 . ei — 6 sin ọ - oi 


- Bevægelsesligningerne er | 
mx" = TcosO, my" = mg — T sin ©, Jay" = Tò sin (© — +). 
For / = 0 er nu: =]; o=o; O=0 9 =o: 


Indsættelse giver 


64 DANSKE EKSAMENSOPGAVER. 


©” = 0; mbọ” = mg — T; ma?" = Tb, 


hvoraf 
u a? | RS T 302 ` 
"aam E IT BE 
| - Juni 1909. 
Skoleembedseksamen (Gl. Anordning, Hovedfag 
Matematik). 


Matematik 1. 


(Speciale for H. Jorgensen): Hvilke Fordele bragte An- 
vendelsen af den geometriske Fremstilling af Storrelser Oldti- 
dens Algebra, og hvilke Fordele opnaaede man i Renæssancen 
ved deres Fremstilling ved Bogstaver? Begge Dele oplyses 
ved Eksempler. 

(Speciale for Th. Pedersen): En Række hele Polyno- 


mier i x: 
fox) fit), fix) eng Aa): EEN 


hvor f(x) = I, (x) = x, tilfredsstiller for ethvert p > 2 Betin- 


gelsen 
thy —1(%) = apfpl#) + Spfp—2(*), 


hvor Koefficienterne a, og čp der stedse er positive, alle er 
uafhængige af x. Vis, at den algebraiske Ligning f(x) = 0 
for ethvert positivt helt z har alle sine Rødder reelle, og an- 
giv Antallet af positive og negative Rødder i denne Ligning. 
Antages specielt 
n n— I 


ms DE ai 


skal man bevise, at for alle 7 > 1, bestandig 


fal) = oe Gea (N) 
og at den lineære Differentialligning 
oo (1 —2)y — 22) + a(n +i)y=o 
har det partikulære Integral y = (x). 


IL. 


I. Hvilke Flader, fremstillede i et retvinklet Koordinat- 
system, have den Egenskab, at Projektionen af z-Koordinaten 
til et vilkaarligt af dens Punkter paa Fladens Normal i dette 
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Punkt er Summen af Projektionerne af Punktets z-Koordinat 
og af dets y-Koordinat paa samme Normal. 

Find serlig den Flade, som tilfredsstiller denne Betingelse 
og gaar igennem Linien 

z=x4+4+y=a. 
2. Hvilke Kurver vil Ligningen 
KA + Eat LLA =O | 

fremstille: 1) naar x, : x, : x, betegne Punktkoordinater, 2) naar 
de betegne Liniekoordinater i samme Trekantkoordinatsystem? 

Naar et Punkt af den ene af disse Kurver betragtes som 
svarende til den Tangent til den anden, som har samme Vær- 
der af Koordinaterne, søges de (reelle eller imaginzere) Punkter, 
som ligge paa de tilsvarende Linier. 


III. 

1. Bestem en analytisk Funktion f (x) = A(x, v) + iB (u, v) 
af den komplekse Variable x = # + zv, naar dens reelle Kom- 
ponent A (u, v) skal tilfredsstille Betingelsen 

A (u, v) = & el 

2. Idet de positive Eksponenter X, for ethvert z tilfreds- 
stiller Betingelsen A, — A >g > 0, medens Koefficienterne 
a, alle er uafhængige af x, skal man bestemme Konvergens- 
omraadet for den uendelige Række 


Fa) = ur + a; x +... Lara Fr rr 
og undersøge Naturen af Rækkens Konvergens i dette Om- 


raade. 
IV. 


En Partikel beskriver Parablen y? = px, idet den er paa- 
virket af to paa hinanden vinkelrette Kræfter, af hvilke den 
ene, der er parallel med Parablens Akse, er ubekendt, medens 
den anden staar i et givet, konstant Forhold til Partiklens Af- 
stand fra Aksen. Idet man tillige kender Partiklens Hastighed 
i Parablens Toppunkt, skal man finde den ubekendte Kraft og 
angive Partiklens Sted i hvert enkelt Øjeblik. 


Løsninger +). 


IL. 
I. Betingelsen giver 


z BET ` 
Late itr +e 


*) De Losninger, der ikke findes ker. opsættes til senere, 
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Af z = px + qy faas de sammenhørende Ligninger 


EE Ee, SEGT 
Pa = Cy Fis 
saa at det almindelige Integral bliver 
= ry | À |. 
Z = xO | | 
Indsættes heri 2 = a, y = a + x, faas 


ez (2: 
x Pla i 
der skal være identisk; heraf følger p(z) = I + mx, saa at 
Fladens Ligning i Eksemplet bliver 
z=r-+9. 


2. Ligningen fremstilles enten af Keglesnit omskrevet om 
eller indskrevet i Koordinattrekanten. De sggte Punkter er 
Skæringspunkterne med Kurven z? +2, + #2, = 


IV. 


Sættes Partiklens Masse lig 1, har man Bevzgelseslignin- 
gerne 
x" = x, y" = ary, 


Af den sidste finder man y? = a? (y? + u?), hvor x er Ha- 
stigheden i Toppunktet. Differentiation af y? = px giver derpaa 


2 
ESS AD AED u? + 2y?). 
Stedet i Banen findes af y” = ay. | 


2a? 
= 


Astronomi. 
For Komet 1906 c foreligger der bl. a. en Observation fra 
Observatoriet i Arcetri, anstillet den 29. Marts 1906 (85 2" 48° 
Middelsoltid Arcetri): 


“wv —— -- 


C2" 37" 52°.6 
Ò = + 3° 57'.08. 
Opgave: 1. Beregn Ekliptikalkoordinaterne (A og B) for 
Kometen, naar Ekliptikhzldningen (£) er = 23° 27’.09. 
2. Beregn Koefficienterne i de Differentialformler, ved 
Hjelp af hvilke man kan beregne de Veerdier af ZX og dB, 


wer Ha Io 
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der svarer til smaa Korrektioner af da og dd i Rektascension 
og Deklination; de forudsættes = o. 
3. Beregn numerisk dÀ og dB, naar vi antager 


da = + 20".5 og dö = — 10”.8. 
i | Losninger. 
I. À = 38° 20.695; B = — 10° 54.22. 


2. då = [9 - 98451] da + [9 - 50328] dd. 
dB = [9 - 49434] dd + [9 - 97763] dd. 
3. di = + 163; dB = — 16".7. 


Skoleembedseksamen Sommeren 1909. 


Mathematik 2. Del (ny Form). (Soe-Pedersen). 
| ` 
1. Samme Opgave som Nr. 2 ved Geometri efter gl. An- 
ordning. | 
2. Fremsæt og bevis de vigtigste Sætninger om en Række 
Punktpar i Involution paa en ret Linie. 


IL. 
Som efter gl. Anordning: Hovedfag Mathematik. 


| II. 
Som efter gl. Anordning: Hovedfag Mathematik. 


IV. 


Der onskes en kortfattet, kritisk Fremstilling af Legendres 
Forsøg paa at bevise Reciprocitetssætningen (Theorie des 
nombres # I, 2° Partie § VI, 3 édition, Paris 1830). 


Ny Anordning 1. Del. Hovedfag Mathematik. 
I. Elementær Mathematik. 

Idet Bestemmelsen af et Prismes Rumfang forudsættes be- 

kendt, vises Bestemmelsen af en Pyramides Rumfang. 
IT. 

I. Find Maxima og Minima af 

2=1— 8y + #? + By? — 2227 Af + xt + xp? + ui, 

2. Som efter gl. Anordning, Hovedfag Mathematik, Geo- 
metri I. 
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Losninger. 
I. Man faar 
p= 22(1 — 27 + 2x? + y?) = 0 
g = — 8 + 169 — 27? — 12y? + 2x?y + 47? = 0. 

Den første af disse Ligninger viser, at x = © er den eneste 
brugbare Værdi for x, da venstre Sides anden Faktor kan 
skrives (y — 1)? + 2x2, der ikke kan blive Nul for reelle Vær- 
dier af x og y. 

For «=o bliver den anden Ligning 


(y — 1) (y? — 2y + 2) = 0, 
der kun giver den ene reelle Værdi y = 1. 


For +=0, y=1 bliver 7=0, s=0, ¢=4. Da her 


s? = rt, maa man gaa videre og danne højere Differential- 
kvotienter. Leddene af tredie Orden forsvinder for x = 0, 
y = 1, medens Leddene af fjerde Orden giver (med szedvanlige 
Benævnelser) | 
ra (2404 + 40? + 24). 

Funktionen har altsaa et Minimum for + = 0, y = I. 


Astronomi. 
Som efter gl. Anordning: Hovedfag Mathematik. 


Mathematik. 
II. 
Som efter gl. Anordning: Hovedfag Fysik. 


Praktisk Mathematik. 


Beregn ved Hjælp af numerisk Integration (femcifret Reg- 
ning) Integralet 


100 
| yi — sin? a sin? dp 
500 | 
i fire Decimaler. a = 83°. 


Løsning. @ = 0,2957. 


Gl. Anordning: Hovedfag Fysik. 


Mathematik. 
I. 


Som efter ny Anordning: Hovedfag Mathematik. 
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Astronomi. 
‚Som efter gl. Anordning: Hovedfag Mathematik. 


Mathematik. 
II. 


I. Tre vægtlose og uendelig tynde Stenger ere forbundne 
i Endepunkterne, saa de danne en Trekant ABC. A bærer 
en Vægt P, B er fast og C er bundet til en fast ret Linie 
gennem £, som danner Vinklen v med Horizonten. I den 
stadige Ligevegtstilling, i hvilken C ligger under B, søges: 

1) Trykket paa det faste Punkt 5, 

2) Trykket i C paa den faste rette Linie, 

3) Trek og Tryk langs Stengerne udtrykte ved P og Tre- 
kantens Sider og Vinkler samt v. 


2. En Partikel, der bevæger sig i en Plan (x,7) er under- 
kastet en Kraft parallel med x-Aksen = y og en Kraft parallel 
med y-Aksen = x. Hvorledes bevæger den sig? 


Losninger. 


I. Lad en ret Linie, der drages gennem C vinkelret paa 
BC, skere Perpendikularen gennem A i et Punkt ©. Linien 
BQ angiver da Retningen af Reaktionen i 3. Denne Reaktions 
Sterrelse samt Normalreaktionen i C findes dernæst ved at 
oplgse Kraften P efter Linierne QB og QC. Storrelsen af 
Spændingerne i Siderne AB og AC findes ved at oplose P 
efter AB og AC. Storrelsen af Spændingen i BC er Projek- 
tionen paa BC af Spændingen i AC. Ad konstruktiv Vej er 
det altsaa meget let at finde de omspurgte Sterrelser — ogsaa 
med Fortegn. De explicite Udtryk bliver ret komplicerede. 


2y 2a 
SE =, 2 = x giver ved Eliminationen af y 
dix 
di " 
hvoraf 


x = Át + Bert + Ccosz + Csinz. 


Man finder dernæst y ved den første af Bevzgelseslignin- 
gerne. De 4 indgaaende Konstanter kan findes, naar man 
for 2=0 kender Stedet og Hastigheden. 
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Mathematisk Kongres i Stockholm 1909. 


I Dagene 22—25. September i Aar blev der i Stockholm 
afholdt et skandinavisk Mathematikermgde. Indbydelsen til 
dette udgik fra svenske Mathematikere med Prof. Mittag-Leffler 
i Spidsen, og var rettet til Mathematikere i Sverrig, Norge; 
Finland og Danmark. Modtagelsen i Stockholm var over- 
ordentlig hjertelig, og efterstaaende Genoptryk af Programmet 
viser Righoldigheden af de ved Mødet fremkomne Emner. 
Det er Meningen at fortsætte med disse Moder, og vi saa 
gerne, at det næste blev afholdt i Kobenhavn om ikke for 
lang Tid. 


Program for Mødet. 


Onsdagen den 22 Sept. kl. II f. m. 


Kongressen öppnas af G. Mitttag Leffler. Val af ordförande, 
generalsekreterare, hedersordförande. Hä'sningsord af Stats- 
rådet och chefen för Ecklesiastikdepartementet. (Förmiddags- 
dräkt.) 


Allmänna föredrag: 


Mittag-Leffler, G., Funktionsteoriens aritmetiska förutsätt- 
ningar. | 

Zeuthen, H. G., Forord til en Laerebog i Geometriens 
tellende Metoder. 


Kl. 5 e. m. Speciella föredrag: 


Brodén, T., Om den s. k. Richard’ska antinomien. 

Mellin, Hj., Om en enhetlig teori for Gamma-funktionerna 
och de hypergeometriska funktionerna. 

Bendixson, I, Om de periodiska lösningarna till lineära 
differentialekvationer. 

Birkeland, R., Om irregulære integraler af linezre differen- 
tialligninger. | | 

Stridsberg, E., Öfver några aritmetiska egenskaper hos vissa 
transcendenta funktioner. 


Välkomststfest å Grand Hotel kl. 8 e. m. (utan kvart). (Hvar- 


dagsdräkt.) 
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Torsdagen den 23 September kl. 10 f. m. 
Allmänna föredrag: 
Koch, H.v, Ekvationssystem med öändligt många obekanta. 
Sundman, K. F., Om de reella singulariteterna i tre krop- 


parsproblemet. 
Bjerknes, Vilh., Den mathematiske behandling af meteoro- 


logiens problemer. 


KI 3 e m. Speciella föredrag: 
Bohlin, K., Trekropparproblemets integralutvecklingar *). 
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Om irregulære integraler af lineære differential- 
ligninger *). 
Af Richard Birkeland. 

I. Som bekjendt har integraler af en lineær differentiallig- 
ning: | 
Zee 
dm ` 


dp) 
EE +A 


dr 
ax? — 2 


Py P, +... + PY (1) 


ikke andre singulære punkter end de som koefficienterne py har. 

Er x, et singulert punkt for et integral af (1) og dette 
ikke er ubestemt i det singulære punkt, saa siges integralet at 
vere regulært, Fuchs har bevist, at den nødvendige og 
tilstrekkelige betingelse for at samtlige integraler af (1) er re- 

P; fi 

Py u (x — af 6 
morph i omegnen af x — x,. 


gulære er at — 1.2 .-. 2), hvor ji er holo- 


Men i almindelighed vil integralerne være ubestemte i det 
singulære punkt, de siges da at være irregulære og i dette 
tilfælde har man ikke almengyldige udviklinger. Er x = x 


pol for koefficienterne 5 saa har Thomé vist at man kan finde 
0 


x udviklinger af formen”); 
en} + A (x — 2%) + - d 


hvor Q er et polynom af #—zx, og p en konstant. Men 
rækken A, + A, (x — %) + : .. er i almindelighed divergent 
og ovenstaaende udtryk representerer derfor ikke et integral, 
omend differentialligningen er formelt tilfredsstillet. Uden at 
skade almindeligheden, kan vi antage x, = O. 


*) Meddelelse ved det skandinaviske Mathematikermade i Stockholm Sept. 1909. 
**) Emile Picard Trâité d’Analyse t. III page 283 Crelles journal bind 74, 
75 og 76. 
Nyt Tidsskrift f. Mat. B. XX. 6 
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Jeg skal tillade mig at antyde udviklinger, der er konver- 
gente for positive værdier af x tilstrækkelig smaa selv om det 
singulære punkt x =o er et væsentlig singulært punkt for 


. | | P. . H ) e . 
koefficienterne D Disse tænkes altsaa givet som udviklinger 
0 


I Sie 
efter potenser af x og > konvergerende for positive værdier 


af x saa smaa man vil. Kun antages, at man kan finde visse 


a 
enkle funktioner for eks. e x, x", ... (a, B, Y, - - - positive), 
som vi betegner med Ein E's -- Bis (positive for positive 
værdier af x), slig at naar £’;P,; betegnes med CO: 


lim E'P; = lim Q; = endelig (z = O, I,2,-- mn) 


naar x fra positiv side nærmer sig nul. I det følgende anta- 
ges x altid at nærme sig nul fra positiv side, og at herunder 


lim Q, #0. 


Ved at indføre i (1) A = og multiplicere med mindste 


a 
E'? 
fælles multiplum af størrelserne £'; og derpaa med x samt 
dividere med Q, saa kan (1) skrives i formen: 


d 
ER = Ty, + Tija + see + Tapa 


D y (2 = 2, 3, > >> 2) 

hvor Æ er en funktion af x af samme art som funktionene £’,, 
det vil sige den er positiv for positive værdier af x og nær- 
mer sig nul, naar x fra positiv side nærmer sig nul. Vi kan 
antage, at & er uendelig liden af hgiere orden end første med 
x; thi vi har multipliceret ligningen med x og vi vil antage 


d E RE ; 
at koefficienten for “4 for denne multiplikation nærmer sig nul 


| ax | 
med x; thi ellers vilde man kunde finde integralerne ved 


kjendte metoder. Funktionerne 7; nærmer sig nul med x og 
vi kan skrive for værdier af x tilstrækkelig smaa: 


[Z| < Ma 
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hvor M, er en positiv størrelse. For symetriens skyld er y 
betegnet med yn. | 
Ved at sætte: 


— ffe-?—E-'T,] dx 


Ji = Be (¿= 1,2, fa n) 
saa gaar vort system over i folgende: 
dz, 
ET — 4 = 0 {7% rer) 
dzi 


ET — 4 =0{— Da + Esn) (2 = 2,3, --- 2) (2) 


hvis man i dette sætter parameteren = I. Ved at indføre 
udviklinger af formen: 

Zi = cop, Hl + co 20, HI a ... + Wp Pp) +... (z =E 2) (3) 
kan man bestemme de ukjendte funktioner p ved at sammen- 
ligne i (2) led med samme potens af w. Man vil da finde: 


9,9 = ert, of) =e fr inet y > Ge i 7) (4) 
hvor W, afhænger af pl, oi, ... på , og: 
dx 
t=— VE (z’ positiv > x) 
xi 
Storrelserne x4, %, ++» Xn er positive konstanter forskjellige 


fra nul. 


2. Beviset for at udviklingerne (3) konvergerer kan fores 
paa folgende maade. Lad f(z) vere en réel kontinuerlig funk- 
tion af den réelle variable z, som blir nul med 2. Ifølge mid- 
delværdiformien haves da: 


pie a [rie af ery dE e — Fe) {—1 ern) 


hvor E ligger mellem de positive størrelser x og x; og & er 
den værdi, som ¢ antager for x = x. Det er let at vise, at 
6* 
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t nærmer sig + 00 naar x nærmer sig nul; følgelig har vi for 
tilstrækkelig smaa værdier af x og z; (x < xi): 


<a |<) < |A) | 


hvor x, er den største af størrelserne x,, %, --- Ze Videre 
ses, at / maa vere et udtryk af formen & for x = O, og efter 
ovenstaaende kan vi paa dette anvende theorien for saadanne 
ubestemte udtryk og finder da, at / nærmer sig nul med x, 
fordi / gjør det. 

Ved i formlene (4) at erstatte mulige komplexe koefficien- 
ter med deres absolute værdi, saa kan man paa disse anvende 
middelværdiformelen og beviser da successivt, at samtlige o 
nærmer sig nul med x; og hvis vi med PB, betegner den 
værdi som Yi) antager, naar komplexe koefficienter er erstat- 


tet med sin absolute værdi, saa haves: 
| pi) | <E.: to | pp) | <| DHL) (= 1,2,- p=2, 3,---). 
Hvis man nu beregner en række funktioner R (x), 2, )(z,), --- 
ved formlerne: | 
RO = Kx, RM = O,i(4)) (=1,2,..n p—2,3,...) 

saa er det klart, at det er tilstrækkelig at bevise konvergensen 
af rækkeudviklingerne: 
ORM (x) HoR (r) t- HoR (x )+... (z = I, 2... 2) (5) 
for x, tilstrækkelig liden. Dette kan gjøres ved at sammen- 
ligne med udviklingerne: 

Y: = o0 (20) +09, Mn) H Ria... al (5a) 
tilfredsstillende ligningssystemet: 
Y; = 0{ May + Mao (Vi + Y,+---+Y,)} (2=1,2,...#) (5b) 
hvor den positive størrelse M er større end M, og K. Funk- 
tionerne 8, bestemmes ved sammenligning af led for samme 
potenser af w. Man ser da at disse dannes paa samme 
maade som funktionerne R,®, kun er koefficienterne paa høire 


side i system (2) erstattet med M, der er større end M, og 
K, følgelig: | 
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8040) > | Pp” (40) |. 
Altsaa konvergerer rækkerne (5) hvis (§a) gjor det. Men af 


(5b) findes Y,, Y,, --- Yn direkte, idet man nemlig har: 
Y, = Y, =... = Yn. Man faar 
_ MOr 
Dn 1—2Mwx, 


der kan udvikles efter potenser af o hvis ~Muwx, < 1. Sættes 
co = I saa erholdes altsaa. det almindelige integral af ligning 
(1) af formlen 


y= e7 SET EW? Ty Jax TAG + po) +... + ol! 


idet nemlig: 
— fl El EI Ty] dx | 


Jn=e én =Y 
idet vi har betegnet y med y,. 
Rækkeudviklingen 9,9 Lola FH... + pp + ... inde- 
holder » vilkaarlige konstanter x,, %,, - - - 4n, og hver af funk- 


tionerne p nærmer sig nul med z. Er det singulære punkt en 
pol for koeffienterne i ligning (1), saa er E = x", m et helt 
positivt tal > I, og funktionerne 7 holomorphe funktioner af 
x i omegnen af x= 0. 


Erinringar till teorien om ståtar. 


Af Hugo Grauers. - 


Föreliggande afhandling innehåller intet nytt, blott en sak, 
som enligt mitt förmenande blifvit allt för litet uppmärksammad. 
Det gäller den s. k. stötelasticitetskoefficienten, hvars tillvaro 
många betvifla, men icke desto mindre framhålla såväl i före- 
läsningar som 1 läroböcker, oaktadt i själfva verket redan de 
Saint-Vénant i Liouvilles Journal deuxième série tome XII 
(1867) visat, att en sådan koefficient icke exiestrar. För att 
klargöra frågan vill jag först i korthet referera teorien om 
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kroppars stöt, sådan den vanligtvis framställes, och Jag in- 
skränker mig till frågan om rak central stöt d. v.s. till det fall, 
då kropparnes hastigheter äro riktade längs den gemen- 
samma normalen i beröringspunkten och båda kroppar- 
nes tyngdpunkter ligga på samma normal. Tager man 
då den gemensamma normalen till x-axel och räknar x-axeln 
och kraften i beröringspunkten positiva i den efterföljande 
kroppens rörelseriktning, så äro, om m, betecknar den efter- 
följande och m, den föregående kroppens massa, x, och x 
tyngdpunkternas koordinater samt P kraften i beröringspunkten, 
kropparnes rörelseekvationer 


dx, (1) 


Multiplicerar man ekvationerna med dz och integrerar fran 
tiden ¢=0, da stöten börjar, till tiden z = 0, då stöten är 
slut, far man, om hastigheterna omedelbart före stöten äro V, 
och F, och omedelbart efter stöten 7, och 7,, alla positiva i 
positiva x-axelns riktning, 


0 
m, (vı — V) = — | Pa 


0 
m; (Va — Fal = | Pat. 


o 


0 
| pee är hvad man kallar for stöten och räknas pos. at samma 


O 
håll som kraften 2. Ekvv. uttrycka, att summan af en kropps 
rörelsemängd före stöten och stöten är lika med hans rörelse- 
mängd efter stöten. Adderar man ekvv., får man 


mV, + Ma Ve = mV, + M Vg, 


som uttrycker, att summan af kropparnes rörelsemängder före 
och efter stöten äro lika. | 

Ett annat samband mellan hastigheterna får man af föl- 
jande betraktelsesätt. Då kropparna beröra hvarandra, upp- 
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stär mellan dem ett tryck och, alldenstund de i verkligheten 
ej äro absolut fasta eller stela, uppstär till följd häraf ocksä 
en sammantryckning af dem i beröringspunkten, liksom befunne 
sig mellan dem en liten spiralfjäder, som sammantrycktes. 
Det är då också möjligt, att sedan kropparne börjat vidröra 
hvarandra, den efterföljande kroppens tyngdpunkt en kort 
stund kan hafva större hastighet än den föregåendes. Så 
länge detta är händelsen, tilltager emellertid trycket, hvilket å 
sin sida i samma mån allt mera minskar den efterföljandes 
och ökar den föregåendes hastighet, tills båda blifvit lika stora. 
I detta ögonblick har trycket uppnått sitt största värde. Aro 
nu de sammanstötande kropparne i någon grad elastiska, så 
sträfva de att återtaga sin ursprungliga form, trycket kommer 
således icke genast att upphöra, utan kommer fortfarande att 
ännu mera förändra deras hastigheter, så att de aflägsna sig 
från hvarandra. Af hvad nu blifvit sagdt följer, att man kan 
indela stöttiden i två perioder: den förra perioden, under hvil 
ken det ömsesidiga trycket är tilltagande, och den senare pe- 
rioden, under hvilken trycket är aftagande. För att bestämma 
den gemensamma hastigheten V vid den förra periodens slut 
får man af ekvationerna (1), om 6, betecknar den förra perio- 
dens längd, | | 


9; 
mM, V — m, V, = [Pa 
(2) 


mm — [| 


Af dessa ekvv. finner man, att, eftersom P i båda ekvv. 
har samma värde, den rörelsemängd, som den föregående 
kroppen vinner under en viss tid hvilken som hälst är lika 
med den, som den efterföljande förlorar på samma tid. 

Adderar man ekvv. (2), får man 

M V — m, V; + m V — mV =0 
eller 
mals 


V = 
M + ma 
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Den rörelsemängd A, som under förra perioden öfverflyttats 
från den ena till den andra kroppen, är 


m H, — V. 
R= mV — my V, = et 1 — 13) 2), 


Liksom under den fôrra perioden kommer äfven under den 
senare en viss rörelsemängd att öfvergå från den efterföljande 
kroppen till den föregående, men denna är beroende på krop- 
parnes elasticitet eller förmåga att återtaga sin ursprungliga 
form. Äro kropparne fullkomligt elastiska, så att de redan 
vid stötens slut fullständigt återtagit sin ursprungliga form, blir 
den rörelsemängd, som under senare perioden öfvergår från 
den ena till den andra kroppen, lika med R, äro kropparne 
fullkomligt oelastiska, blir den öfvergående rörelsemängden lika 
med noll, | E 

I allmänhet ligger den dock emellan dessa båda gränsvär- 
den och kan sättas lika med eR, där e som benämnes stöt- 
elasticitetskoefficienten, är ett egentligt bråk, som endast be- 
ror af ämnenas natur. Som uttryck för sluthastigheterna får 
man nu: | | 

MV. — mV, = (1 + E)R 
mv, — mV, = — (I + ER, 


d. v. s 
SE (1 + €)m,(V,— V 

ENE Le (3) 
V,— Vy, 

v, = ye (4) 


Under stöten förlora kropparna i rörelseenergi en kvantitet 
A= Am Vi + dm Va — ravi — gms, 
som efter insättning af de funna värdena på v, och v, blir 


_ (1 — &*)mym, (Vi — V2)? 


= 2(m, + mz) (5) 


I hufvudsak plägar man framställa teorien pa detta sätt. 
For att något närmare granska den väljer jag ett enkelt 
exempel af ofvan nämnde förf. Jag tanker mig två kroppar 
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af samma ämne i form af räta cylindrar med samma sektions- 
area. Båda cylindrarne röra sig i deras gemensamma axel- 
riktning och träffa hvarandra så, att ändytornas tyngdpunkter 
råka hvarandra. Jag föreställer mig vidare de, båda cylindrarne 
såsom bildande två delar af en och samma kropp och använ- 
der följande beteckningar: 


t betecknar tiden och räknas fran det ögonblick, da 
kropparne rakas, 

H, och V, > kropparnes hastigheter vid tiden ¢ = 0, 

x » ett tvärsnitts afständ frän den efterföljande 
kroppens fria ände, 


a, och a, > cylindrarnes längder, 

o > > sektionsarea, 

m > massan pr. langdenhet, 

E > elasticitetsmodulen för tôjning, 

u > forskjutningen fran ursprungliga läget for 
ett tvärsnitt pa afstandet x vid tiden Z, 

v= e > snittets x hastighet vid tiden Z, 

Jes = > > » sp. kompression a ». 


Vidare sätter jag 


Ew a a 
k? = —, T = L och t, = 2. 
m 1 k 2 k 
Om rörelsen är likadan för alla punkter i samma tvärsnitt, 
hvilket är förhållandet, då tvärsnittets dimensioner äro små, 
är rörelseekvationen: 
du ` Le D 
oi Ach 


Dessutom gälla följande gränsvilkor: 


lem (se) =o) WM 


X—a; +ag 


E = V, för den efterföljande kroppen, (9) 
ze 
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HE = V, för den föregående kroppen. — (10) 


da du | 
Här betyder le värdet på IP då r =o etc. 
Rörelseekv. satisfieras af 


u = f(x + ki) + F(x — kt), 


där f och F äro godtyckliga funktioner, som skola bestämmas 
ur gränsvilkoren och begynnelsetillståndet. Insätter man vär- 
det på x i gränsvilkoren (6) och (7), far man för o< ¢< 00: 
f(t) + F(— kt) = 0 
Fla, + av + Rt) + Fa + a, — kt) = 


Dessa ekvv. kunna, om man inför x som variabel, 


skrifvas: 
cl ER | 
Fr: aka) — F'(2a, + 2a, — x) | 
eller 
f Een F3 (11) 
F(z = Geh = — f' (2a, + 2a, — x) (12) 


Vidare har man, om man inför värdet för z i ekv. (8), 
f(z = it 22) + F(x) =o, 
Il E Si F ) a F'(x) tig 
samt af ekvv. (9) och (10) 
Ge EE BEE 
IC te (x) — 
kf («= a +) AR (2) = Vy 


Af de tre sista far man: 


A 


$. 
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_4\_Pı I. otësh VY 
r(e=t)\=3 VTA |= 
samt : 

F| =, — 4 Pea a SE 
| a 2k a, 2k 
eller. som man äfven kan skrifva dem: 
1 |% LA SST? … Ke 
zl Ha EE 
(e V, ( __ VW 
ata} 2k a, 2k 


Med tillhjälp af ekv. (11) kan man utsträcka öfre gränsen 
för F” till — a, och med hjälp af ekv. (12) öfre gränsen för 
f till a, + 2a, ty om i F’(x) x får variera mellan a, + a, och 
a, Så varierar 2a, + 24, — x mellan a, + a, och a, + 24. 


(4 + @\ __ Va S x , (2, + 2a, Va 
Men Fe )= SE alltså är Per )= z% 


Man har nu: 


a\ VY, (a + 2a,\ h 
f K ) — 2k f | )= 
(2 … M ‚I __/#ı 
á (al + a) © 2k = E ) Së 
Med tillhjälp af ekvv. (11) och (12) kan man beräkna fortsätt- 
ningarna på funktionerna f’ och ZS" 


Ka ke T 2a, Ei F. A + 4a, = V 
a, + 2a, 2k 3a, + 2a, 2k 
,(—%—2a\_ He ,(— 3@,—2a,\ M 
(= a, ) 2% e (= a,— DE Ge (13) 


Af f'(x + och F’(x— kt) bero hastighet och kompres- 

sion. Ty 
v = kf' (x + kt) — kF’ (x — kt) 
J = — f (x + kt) — F' (x — kt). 

I början af stöten är den efterföljande kroppens hastighet 
V,. Hur länge dröjer det, innan snittet r =o far en annan 
hastighet? Man ser, att f'(x + kt) förändrar värde, da 
a+kt=a,, Sätter man da x =o, får man A=a,. Efter 
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k 
nu a, år en längd och Z en tid, år & rörelsens fortplantnings- 
hastighet. 

För att grafiskt framställa olika värden pa v och 7 kan 


en tid Z = -> har rörelsen fortplantat sig till snittet x = o. Då 


man taga Z till abscissa och x till ordinata i ett rätvinkligt axel- 
system och tänka sig, att kropparne flytta sig med gemensam 
konstant hastighet i #axelns riktning. Om t. ex. kropparne 
hafva förflyttat sig stycket ot, (diagram I.) på samma tid, som 
rörelsen fortplantat sig genom den efterföljande kroppen, så re- 
presenterar linien at, ekv. + + £/=a,, ty den gar genom 


a 
punkten + = 0, ¢ = = samt genom punkten r = a,, = 0. 


Denna linie är en diskontinuitetslinie för f(x + e, De andra 


linierna, för hvilka f’ och F’ äro diskontinuerliga, gå så, som 
diagram I visar. Inom de utritade fälten äro v och 7 konti- 
nuerliga och, om man med tillhjälp af uttrycken (13) uträknar 
de resp. värdena, får man dem, som i diagrammet finnas an- 
gifna. Af detta framgår, att trycket mellan kropparne är noll 
vid tiden 2t,, om, såsom vi antaga, t, > Tọ. Därefter blir kom- 
pressionen neg. d. v. s. öfvergår till dragning. En sådan är 
likväl omöjlig på grund af problemets natur. Från det ögon- 
blick kompressionen blir neg., komma kropparne att skiljas 
och det är lätt att medelst ett nytt diagram för den efterföl 
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jande kroppen visa, att de sedan allt mer och mer aflägsna 
sig från hvarandra. Men man kan säga, att stöten är slut 
redan vid tiden 2t,, eftersom kropparne fran denna tid ej ut 
öfva något tryck sins emellan. Öfverensstämma nu ekvv. (3) 
och (4) med de uttryck för tyngdpunkternas hastigheter, som 
af diagrammet framgå? För den föregående cylindern äro ut- 
trycken för hastigheterna lika, om 


y= y, p 0+9 A 


— 


m, + Mo 
dv S. om 
Ma = EM, 
eller 
Ay = EA. 


Koefficienten e är beroende af förhållandet mellan cylindrarnes 
längder m. a. o., € år ej någon koefficient. 

Får man samma uttryck för förlust i rörelseenergi? Afdia- 
grammet får man följande uttryck för förlusten 


A = yma, Vi + ma, V, — sma, Vi — Em(2a, — a) Vi— 


(Vi + n. 


— 4m . 2 (a, — ag) 4 


eller efter reduktion 
A= am (a, — a) (Vi — V}. 


Hade diagrammet haft vidstående utseende, 


Diagram 2. 


hade man såsom uttryck för förlusten fått 
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A = ma VT + sma, V3 — yma, Vi — mai — 2a) Vi — 
__m-2a,(V, + Fal 
2.4 


A = 4ma,(V, — V} 


således ett annat uttryck för förlusten. 

Intet af dessa öfverensstämmer med värdet på À i ekv. (5), 
ej heller något af dem, som man får, om man antager hela 
kroppens massa förlagd till tyngdpunkten. 

Diagrammen framställa förloppet under stöten och visa, 
att i det valda exemplet kraften under stöttiden är konstant. 
Därför kan man ej indela stöten i en period, under hvilken 
kraften tilltager, och en, under hvilken den aftager, äfven om 
man skulle kunna säga, att kropparnes tyngdpunkter under 
första perioden närma sig och under andra perioden aflägsna 
sig från hvarandra. Men diagrammen visa framför allt, att 
kropparne kunna deformeras i sin helhet och ej blott vid be- 
röringspunkten, och det är då också lätt att förstå, att för- 
lusten i rörelseenergi under stöten har användts till den defor- 
mation, som ännu finnes kvar vid stötens slut. I allmänhet är 
deformationsarbetet A, da en cylinder af längden Z deformeras 


ett stycke 7/, 
— off JE 
2 


A 


Insättas värdena pa / och 7 i det exempel, som äskädlig- 
gores i forsta diagrammet, far man 
A DÉI 200, — 42) V - Va) 
u 2. A, Ei 


d v. s. efter införandet af värdet på &? 


m (a, — a) (Vi — Py 
4 
hvilket just är lika med förlusten i rörelseenergi. 


A= 


Det torde bora anmärkas, att, eftersom stôtkrafterna i regel 


aro mycket stora, elasticitetsgränsen lätteligen kan 6fverskridas . 


och att kropparne efter stöten kunna erhålla en permanent 


SP rs ms fr 


av vr 


-—VÖ IE nenn — - ee fe = — 


ee |, EE EE T 
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formförändring. Till en sådan formförändring förbrukas äfven 

sen del af kropparnes rörelseenergi, men, då deformationen är 
beroende af specifika spänningen d.v.s. af stötens styrka och 
kroppens form, kan ej heller deformationsarbetet uttryckas med 
tillhjälp af en koefficient. 

Såsom en sammanfattning kan man alltså säga: 

En förlust i rörelseenergi uppstår vid stöten, denna förlust 
åtgår till den deformation, som uppstår och som finnes kvar 
vid stötens slut, men förlusten i rörelseenergi liksom också 
tyngdpunkternas hastigheter efter stöten kunna icke uttryckas 
med tillhjälp af en stötelasticitetskoefficient, som är oberoende 
af kropparnes form och endast beroende af ämnenas natur. 


Note til en Sætning i Picard’s Traité d'Analyse. 
Af J. F. Steffensen. 


— 


Cauchy’s klassiske Beviser for Eksistensen af Integraler 
af Differentialligninger kunne direkte kun tjene til Bestem- 
melse af Integrale, der er holomorfe i Omegnen af x,, og 
som derfor kunne udvikles i en Potensrække af Formen 


Y — Jo = Cilv — t) + Cox — +. (1) 
Indirekte kan Eksistensteoremet imidlertid, som bekendt, i 
visse Tilfælde tjene til Undersøgelse af singulære Punkter, 


nemlig, naar den inverse Funktion x er holomorf i y paa en 
saadan Maade, at man faar en Udvikling af Formen 


%— ko = A (Y — 1) + Aly —o)™t?+- ++ (430), (2) 
hvor m. betegner et positivt, helt og fra Nul forskelligt Tal. 
I saa Fald kan man némlig af (2) slutte, at y, betragtet som 
Funktion af x, har et kritisk algebraisk Punkt i x = zu, 

Idet vi folge Fremstillingen hos P icard*), ville vi antage, 
at der er forelagt en Differentialligning 


+) Picard: Traité d'Analyse, Tome II, Chap. XII. 
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d 
Z = Slt, 3) (3) 


Om Funktionen f antages, at den bliver uendelig for x=%, 


J =Y» men paa en saadan Maade, at den reciproke Funktion 


Fe) YED a 
der jo forsvinder i (x,, 7), er holomorf i Omegnen af dette 
Værdipar. Hvad kan man nu sige om de Integraler af (3), 
der for + = x, antage Værdien y = y,? 

Da f bliver uendelig i (x,, yọ) maa man for at kunne an- 
vende Eksistensteoremet betragte x som Funktion af y, og 
altsaa skrive (3) under Formen 


Fay be (5) 
b er holomorf i (x,, %); Eksistenstheoremet kan altsaa anven- 
des; Spergsmaalet er blot, i hvilke Tilfælde dets Anvendelse 
forer til en Række af Formen (2). 

Picard siger herom: 

»Hojre Side er holomorf i Omegnen af (xo, %); den for- 
svinder for x = %, y = y; lad os i Almindelighed antage, at 
alle dens partielle Differentialkvotienter indtil #-te Orden eks- 
klusive forsvinder for dette Værdipar (22 er mindst lig 1). 
Ifolge Fundamentalteoremet har Ligningen et Integral, der for 
Y = m antager Værdien x; man Dar 
£ — ty = A (Y — I) +1 + A (9 — po) +2 + --- (A, 4 0). 

Der er imidlertid her indlobet en F ejl i Angivelsen af de 
Betingelser, under hvilke man har Lov at antage A, = o. Sa- 
gen er, at A, kan vere Nul, selv om en af de partielle Diffe- 
rentialkvotienter af #te Orden eksisterer. Man faar f. Eks. 
af (5) 
eg dee db | db de 


dy? dy òx dy 


DE NT DR ee Seege 
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2 
saaledes at E forsvinder for om Æ O, naar blot ou og b begge 


dy? Ox dy 
forsvinder. 
Lad os tage det simple Eksempel 
AN LB) 
dr x 


som vi undersøger i Omegnen af (0, 1). For dette Værdipar 


ay . dx : u: 
er 7, uendelig men E endelig og holomorf; vi betragter alt 


saa Ligningen 


dr x 
Aa" 
der, da E = 4, ifølge det Picard’ske Kriterium skulde 
0% / (o, 1) 
fore til Rækken 
z= Ab? + &ly—1' +--+ (A, ¥ 0). 


Det fuldstændige Integral er imidlertid 

x = Cy, 
og Ligningen har derfor intet andet holomorft Integral end 
Integralet 

t= ©; 

der netop er det Integral, Eksistensteoremet giver for Randbe- 
tingelserne y = 1, x = 0. Alle Koefficienter A; forsvinder 
altsaa, og y har intet kritisk algebraisk Punkt i x = o. 

Fra de Tilfælde, hvor man har Lov at antage en Udvik- 
ling af Formen (2), maa man altsaa, som det ogsaa gøres af 
andre Forfattere”), undtage de Tilfælde, hvor w indeholder 
x — x, som Faktor; thi her forsvinder alle Koefficienterne 4;, 
saaledes at det holomorfe Integral reduceres til  — x, = O. 

Det er uheldigvis en meget omfattende Klasse Ligninger, 
der saaledes unddrager sig Metoden, nemlig alle de Ligninger 
af Formen (3), hvor f bliver uendelig for en af y uafhængig 
Værdi af x. | 


— = 


*) Jordan: Cours d'Analyse ILI, Nr. 93. 
Nyt Tidsskrift f. Mat. B. XX. 7 
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Det af Picard benyttede Kriterium for Eksistensen af (2) 
. er vel næppe ment som andet end en Omskrivning af Kri- 
teriets sedvanlige Form, og det er troligt nok, at man ikke 
noget Steds i den højt ansete Forfatters Traité d'Analyse vil 
kunne spore Følgerne af den uheldige Form, han har givet 
Kriteriet. Imidlertid har vi anset det for rigtigst at henlede 
Opmærksomheden paa det tilstedeværende Hul i Bevisforelsen, 
navnlig af den Grund, at det optræder i selve Indledningen til 
Kapitlet om Anvendelserne, hvor Fundamentet lægges for Un- 
dersøgelser af denne Art overhovedet. 


Litteraturanmeldelser. 


Obras sobre Mathematica do Dr. F. Gomes Teix- 
eira; Pubicadas per ordem da governo Portugués. Vol. 
quarta et quinta (Coimbra 1908—1909). 

Det Verk »Tratado de las curves especiales notables« *) 
over specielle Kurver, som Forf. tidligere har udgivet, er nu i 
betydelig forgget Skikkelse optaget paa Fransk i to store Bind 
i Kvart i den Udgave af Dr. Teixeiras samlede Værker, der 
besørges under den portugisiske Regerings Auspicier. Udvidel- 
sen strekker sig over alle Bogens Afsnit, særlig dog over 
Rumkurvernes. I den nye Form har man her det udforligste 
af alle foreliggende Vzrker over specielle Kurver, og det er 
baade ved sine historiske og systematiske Oplysninger et uund- 
verligt Kildeskrift for denne Del af Geometrien. Ved sin ele- 
gante analytiske Behandlingsmaade giver det tillige en næsten 
uudtommelig Samling af smukke og interessante Anvendelser 


af den analytiske Geometri. 
C. Juel. 


Leitfaden der technisch wigtigen Kurven von Dr. 
F. Ebner. (B. J. Teubner 1906. Pris M. 4 indb.). 

Denne lille Bog indeholder specielle Undersggelser over 
nogle for Teknikere vigtige Kurver. Derhen hører Parabler 


+) Anmeldt her i Tidsskriftet denne Aargang S. 18. 
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af højere Orden (4. Kap.) og Hjullinier (5.Kap.). Disse Afsnit 
indeholder dog ikke meget. Men saameget desto nyttigere er 
de forste Afsnit, der handler om Trestangsbevægelsen og de 
dertil knyttede Kurver. Disse er indgaaende behandlede og 
Fremstillingen forsynet med en Mengde fortrinlige Figurer, 
som det ellers ikke er let at skaffe sig samlet. Tillige er an- 
givet Betingelserne for fuldt Omlob af en af Svingene eller af 
begge, og i det hele er Undersøgelsen (der væsentlig er ana- 


lytisk geometrisk) baade indgaaende og omhyggelig. 
C. Juel. 


Uber die Entwickelung der Elementargeometrie 
im XIX. Jahrhundert. Bericht erstattet der deutschen Ma- 
thematikervereinigung von Max Simon. Teubner 1905. Pris 
M. 8 indb. 

Til de litterære Hjælpemidler, som i den sidste Tid begyn- 
der at komme rigeligere, horer ovennævnte som et meget nyt- 
tigt. I vistnok ingen anden Del af Mathematiken vrimler det 
i den Grad med smukke og interessante Enkeltsætninger som 
i den gamle Elementergeometri. Disse er her paa en over- 
skuelig Maade ordnede i folgende Afsnit: I. Almindeligt (Hi- 
storie, metodiske Lærebøger). II. Parallelteori, Cirkler; Areal; 
Trekanter; Polygoner; Plane Konfigurationer (Ligedannethed, 
Transversaler o a); Rumgeometri almindeligt og specielt; Tri- 
gonometri. Indholdet er saare rigt, og saa mange Sætninger 
og Konstruktioner er citerede, at det ogsaa er morsomt at 
blade Bogen igennem. Forf. bemærker selv i Forordet, at 
ikke alle de utallige Henvisninger er fuldt reviderede, ligesom 
de aabenbart heller ikke paa ethvert Sted er fuldt tilstrække- 
lige. Men dette gælder kun et mindre Antal, og ogsaa, som 
det er, er Samleverket meget værdifuldt. C. Juel. 


I. A. Serret, Lehrbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung. Dritte Auflag neu bearbeitet von Georg 
Scheffers. (Teubner 1906—1907—1909, Tre Bind. Pris M. 
13 pr. Bind indb.). 

Serrets Lærebog, der forst blev oversat paa Tysk af Axel 
Harnack, har vundet stor Udbredelse i Tyskland. Den nu 
udkomne tredje Udgave vil sikkert bevare denne Yndest. Det 
er neppe tilfældigt, at det er tilfaldet Dr. G. Scheffers at for- 

7* 
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anstalte denne nye Udgave. Allerede Harnack tog mere Hen- 
syn til Lies Arbejder end ellers sædvanlig i Lærebøger, og 
det er derfor ganske i Overensstemmelse med Traditionen, 
naar Lies Opfattelse spiller en ikke ringe Rolle mange Steder 
— særlig naturligvis i Differentialligningernes Teori. Men den 
paa dette Punkt særlig kyndige Udgiver benytter sig dog heraf 
med stort Maadehold og kun paa Steder, hvor man har virke- 
lig Fordel deraf. Anm. har saaledes havt stor Forngjelse af 
at lese den smukke og nojagtige og tillige ganske elementære 
Fremstilling af Læren om partielle Differentialligninger af 1. 
Orden. Her er Omfanget tillige væsentlig udvidet ved Med- 
tagelse af sammenhorende Ligninger og af Involutionssystemerne. 
Til Gengæld er (sikkert uden virkeligt Tab) udeladt de tidligere 
Udgavers spredte Bemærkninger om partielle Ligninger af 
højere Orden. 

Bogen er i det hele stærkt omarbejdet. Af væsentlig Be- 
tydning er det, at de reelle Funktioner nu overalt faar en sær- 
skilt Behandling; i de tidligere Udgaver fandtes saaledes intet 
serligt Eksistensbevis for Integralet af en reel Differentiallig- 
ning. En anden Ændring vil man finde i den nu overalt kor- 
rekt gennemførte . Fortegnsregning. Dette spiller en særlig 
Rolle ved Læren om Krumning, og denne i sine forskellige 
Anvendelser ret omfangsrige Teori hører i det Hele til et af 
Bogens smukkeste Partier. 

Fremstillingen er ubetinget god; kun synes den mig at 
lide lidt under en vel stærk Benyttelse af Henvisninger til det 
foregaaende. Fra Udstyrelsens Side gores imidlertid alt, hvad 
gøres kan, for at bøde herpaa, særlig ved en tydelig Paragraf- 
angivelse paa Foden af hver Side. Bogen indeholder adskil- 
ligt udover det traditionelle Stof, saaledes en Indledning i Funk- 
tionslzren, en Del om elliptiske og Eulerske Integraler (det 
sidste nzesten for dominerende efter hele Verkets Karakter). 
Af de tidligere Tilleg er bevaret Harnacks Afhandling om 
Fouriers Række. 

Bogen har ved sin Nybearbejdelse noget skiftet Karakter; 
man maa sige, at der nu er et mere geometrisk Preg over 
den, Men den er ngjagtig i sin Begrænsning og særdeles let- 
læselig og maa i det Hele anses som en af de bedste Lære- 
beger i Differential- og Integralregning. 

C. Juel. 
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Oscar Bolza, Lectures on the calculus of Varia. 
tions. The decennial publications of the University of Chi- 
cago. (The University of Chicago Press. 1904. Pris 4 $). 

I denne Bog gives en Fremstilling af Variationsregningen i 
dens moderne Udvikling. Indholdet er kort angivet: 


X1 

I. Forste Variation af integrale | F (x, y, y')dx. I. Anden 
Variation. III. Tilstrækkelige Betingelser for et Minimum. 
IV. Weierstrass’ Teori for Problemet i Parameterfremstilling. 
V. Knesers Teori. VI. Weierstrass’ Teori for det isoperi- 
metriske Problem. VII. Hilberts Eksistensteoremer. 

Bogen er letlæselig og giver baade ved sin Kritik af de 
ældre Metoder og ved Fremstillingen af de nyere en udmærket 
Oversigt over hele denne vigtige Del af Analysen. For i en 
overskuelig Fremstilling at kunne naa Hovedformaalet nemlig 
at give eksakte Minimumsbetingelser — noget, der forst er 
blevet muligt efter Weierstrass’ Undersøgelser — er Opgaven 
bleven begrænset til Enkeltintegraler med én uafhængig Vari- 
abel; men dette Hovedtilfælde er ogsaa behandlet paa en 
monsterværdig Maade. Der findes i Bogen en Del, om end 
ikke særdeles mange Eksempler, og deres Betydning er i Sær- 
deleshed den at tjene til kritisk Belysning af Teorien i dens 
forskellige Faser. Som et omfattende Eksempel paa en i den 
historiske Udvikling stedse dybere Forstaaelse af et stort og 
vanskeligt Problem er Udviklingen nzsten spændende og det 
hele ender med en i teoretisk Henseende saa at sige fuldstæn- 
dig Losning. C. Juel. = 


Felix Müller: Führer durch die mathematische 
Literatur, mit besonderer Berücksichtigung der historisch 
wichtigen Schriften. (B. G. Teubner 1909, Pris M. 7). 

Til de litterære Hjælpemidler, der i vore Dage er saa 
nødvendige, er her kommen et nyt. Med megen Omhu er 
der for de forskelligste matematiske Discipliner angivet netop 
de vigtigste Værker og Afhandlinger. Heri ligger der til 
en vis Grad noget vilkaarligt, men Sammenstillingen er efter 
Anmelderens Mening gjort med Omhyggelighed og Paalide- 
lighed, saa at den i sit overkommelige Omfang er en Bog 
man maa ønske i enhver Studerendes Haand. Hvert Afsnit 
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begynder med en kort Indledning, som i faa Ord karakteriserer 
den behandlede Disciplin og tillige giver en kort historisk 
Notits om dens Udvikling. (C. Juel.) ` 


Lost Opgave. 


99. Hvilken Kurve bestemmes ved 


me mie 
z) P we 4, 
hvor x er et s&dvanlig Beliggenhedstal i Planen. (T.N. Thiele.) 


Løsning: Idet r= PS er x — a — 2B, og x. x = a?+ B*; 
man har da | 


(DE) 6-4 an) + 


I 
a? + B?— erg +2) + opens 
nu er 
x? + x? = 202 — B2); 
man faar altsaa | | 
(a? + B?)?— 2a? + 2B? + 1 = 40? + 4p? 
(a? + B2)2 = 2(a? + B?) + 1 = 402, 


a? + B?— I = + 20. 


eller 


hvoraf 


Skrives dette som (a + 1)? + ß? = (Y2)?, ses det, at 
x= a + zØ maa ligge paa en af to Cirkler med Radius Y2, som 


har Centrum i de reelle Tal + 1. 
Hans C. Nybolle. 


Opgaver til Losning. 


102. Hvorledes kan en regulær 2n-kant (2 > 2) deles i 
lutter Rhomber, hvis Sider alle er lig Polygonens Side? 
| T. N. Thiele, 
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103. Idet Zana"? er en given Potensrække, skal man ud- 
trykke A, og 4, ved Koefficienterne a, saa at Identiteten 


O0 O0 
> ar = > A,(1 + Bar)?” 
n=0 m=O 


er opfyldt. De fundne Udtryk onskes bragt paa simpleste 
Form ved Hjælp af bekendte Algoritmer. Hvad kan deraf 


O0 


udledes om imaginære Rodder i Ligningen > aux = 0! 


o 
J. L. W. V. Jensen, 


104. Naar (x, 7, 2) tilfredsstiller Ligningen 


og vi sætter 


Re, (dp\?  (dp\? 
(++ 
A, (log yQ) = — 2k, 


idet # betegner Krumningsmaalet af Fladen ọ i Punktet (x, y, 2). 
E. Schou. 


vil 


Bøger, indsendte til Redaktionen. 


Vorlesungen über Differentialgeometrie von R.v. Lilienthal. 
Erster Band. Mit 26 Fig. im Texte. (B. G. Teubner 1908. Pris 12 Mk.). 

Lezioni di Geometria projettiva dettata nel. R. Universitá di 
Napoli di Prof. Federico Amadeo. Terza edpizione con 420 fig. nel testo 
é molti esercizi. (Napoli, Luigi Pierro 1905). 

Dr. Gino Loria, ord. Prof. der höheren Geometrie an der Universität 
Gcnova. Vorlesungen über darstellende Geometrie. Aut. deutsche 
Ausg. von Fritz Schütte. Erster Theil, Die Darstellungsmetoden mit 
163 Fig. im Texte. (B. G. Teubner 1907. Pris Mk. 6.80 indb.). 

Geometrie der Kräfte, von H. E. Timerding, Prof. an d. Univer- 
sität Strassburg, Mit 27 Textfig. (B. G. Teubners Samml. v. Lehrb. auf dem 
Gebiete d. Math. Wissenschaften Bd. I). (B. G. Teubner 1908. Pris Mk. 16 indb.). 
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G. Kovalewski, Grundzige der Differential- und Integralrechnung. 
Mit 32 Fig. im Text. (B. G. Teubner 1909. Pris Mk. 12 indb ). 

Lehrbuch der unendlichen Reihen, Vorlesungen gehalten an der 
Universität Kopenhagen von Dr. Niels Nielsen (B. G. Teubner 1909. Pris 
Mk. 12 indb.). 

Allgemeine Formen und Invariantentheorie I. Band. Binäre 
Formen von W. Franz Meyer in Königsberg in Pr. (G.I. Göschen 1909. 
Pris Mk. 9,60 indb.) 

Vorlesungen über Mathematische Statistik (die Lehre von 
den statistischen Masszahlen) von Dr. Ernst Blaschke Regierungsrat und 
o. Prof. a. d. K. K. Technischen Hochschule in Wien. (B. G. Teubner 1906. 
Pris Mk. 7,4 indb.) | 

Den Danske Gradmaaling, Ny Række, Udgivet af Generalmajor V. 
H. O. Madsen, Direktør for den danske Gradmaaling. 

Hefte 1. Tilknytning af de Tychoniske Ruiner til det evropæi- 
ske Gradmaalingsnet samt en ny Triangulationsforbindelse mellem 
Danmark og Sverrig, med 7 Planer, bearb. af Oberstl. M. J. Sand (1908), 

Hefte 2. Relative Tyngdebestemmelser. Bornholm samt Fyn 
med omliggende Der, med 1 Plan. Bearb. af Kapt. N. P. Johansen (1908). ` 

Hefte 3: Præcisionsnivellement Jylland. Efter General Zacha- 
rias’s Udkast sammenarbejdet af Oberstl. NM Petersen, med 6 Planer. 
(1909). 

Hefte 4. Nivellement over bredere Vandarealer, udg. af 
den danske Gradmaaling efter afd. General Zachariaes Manuskript, med 4 
Planer (1909). 

Hefte 5. 6 Breddebestemmelser udforte 1 Aarene 1890—1892 efter 
Horrebow’s Metode tilligemed Resultaterne af Gradmaalingens senere Bredde. 
bestemmelser. Udg. af Generalm. V. H. O. Madsen. endelig redigeret af 
Oberstl. M. S. Sand (1909). 


. Trykfejlsrettelse 


til Opgaverne i Astronomi og praktisk Matematik i Juni 1909 (sendte af Op- 
gavestilleren Prof. Strömgren). 
Side 67 Linie I staar: Korrektioner af du etc.; skal være: Korrektioner du etc. 


— 67 — 8 —  [9.49434] dö; skal vere: [9.49434n] da 
— 67 — 9 — + 16'.3; skal vere: + 16“,3 
68 — 5 f.n. Løsning: & = 0,2957; skal vere: Løsning: 0.2957. 
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